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ACHAKD,  dirccleiir-adjoint  do  la  Compagnie  d'assurances  sur  la  vie  Iti  Foncière,  nie 

de  Clialjrol,  4^,  à  Paris. 
AMIGLtS,    professeur  de  Mathématiques  spéciales   au  lycée,    boulevard  du  Musée,  66) 

;i  Marseille. 
AVDltK  (Désiré),  docteur  es  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  2.'i,  à  Paris. 

APPELL,  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  Soufflet,  23.  à  Paris. 
ARXAID.  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,   iS,  rue  Saiiit-Séverin,  à  Paris. 
AROM  (Henri),  banquier,  rue  de  Grammont,  i^,  à  Paris. 

ASTOR,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  Bonne,  à  Grenoble. 
ALBERT,  ingénieur  des  Mines,  à  Tunis. 
AITOWE,  ingénieur  des  Ponts  et  Ciiaussées,  à  Lyon. 
BE.VOIST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Chàtelel,  3,  à  Chalon-sur-Saône  (Saône- 

et-Loire\  S.  P. 
BERDELLÉ,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 
BERE,  ingénieur  des  manufactures  de  l'Etat,  à  Lille. 

BERTRAMI  (Joseph),  secret,  perp.  de  l'Académie  des  Sciences,  rue  de  Seine,  6,  à  Paris. 
BISClIftFFSIIElM,  banquier,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 

BIE!VAY.>IÉ  (Arthur), ingénieur  de  la  Marine,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 
RIEVAVMÉ,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

BONCOMPAGM  (le  prince  Balthasar),  place  Colonna,  palais  Piombino.  h  Rome. 
BOWET  l'Ossian),  membre  de  l'Institut,  42,  rue  des  Écoles,  à  Paris. 
BORCIIIARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé),  S.  P. 
ROirjlER,  ancien  directeur  de  l'École    préparatoire    des  Sciences    et   Lettres,  rue  du 

Pin,   9.  à  Angers. 
BOII.ANCER,  professeur  de  Mathématiques,  116,  rue  Trallier,  maison  Deloncle,  à  Mus- 
tapha inférieur  (Algérie). 

BRAII.T  (A.),  négociant  à  Pons  (Charente-Inférieure). 

BRESARD,  professeur  au  lycée  Fontancs,  rue  Vézelay,  3,  à  Paris. 

BRIOSCIII,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  Milan  (Italie). 

BRISSE   (Ch.),   répétiteur  à  l'École  Polytechnique,    rue   de  Bécon  ,  jj,  à  Courbevoic 
(Seine). 

BROCARD,  capitaine  à  l'École  régimentaire  du  Génie  de  Montpellier,  S.  P. 

CANTOR,  professeur  à  l'Université  de  Halle  "/d  Saal. 

(1AR0\,  professeur  de  Géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  S>,  à  Paris. 

CASEY  (John),  professeur  à  l'Université  catholique  de  Dublin,  Stephens  Grecn,  8,4. 

CATALAN,  professeur  à  l'Université,  à  Liège  (Belgique). 

CHASI.ES,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

CHE>II.\,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  de  Rennes,  73,  à  Paris. 

CHRVSTAL,  professeur  à  l'Université  d'Edimbourg  (Ecosse). 

CIMAIiE,  rue  de  la  Tour-des-Dames,  2,  à  Paris. 

CI.AVEIA,  intendant  divisionnaire,  avenue  de  Clichy,  52,  à  Paris. 

CLAIIIK-LAKONTAINE,  banquier,  rue  de  Trévise,  32,  à  Paris,  S.  P. 

COI. CET,  |irofesseur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Grenoble. 

COI,Llli\0\,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Saints-Pères,  28,  h  Paris- 

COMBEROISSE  (de J,  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  Blanche,  4j,  à  Paris. 

COIRCELI.ES,   professeur   de  Mathématiques   spéciales  au    lycée   Saint-Louis ,  36,  rue 
Gay-Lussac,  à  Paris. 

CItVIii  fTliomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkiiis,  Baltimore  (Maiyland). 

CRKllOXA,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome. 

(JtKTI\,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  de  Rennes,  107,  à  Paris. 

IIAItlIOlX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  membre  de  l'Institut,  rue  Gay-Lussac, 
.il),  a  Paris. 

DAlTIIEVIM/i;,  inaitio  de  Ciinfércnces  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier  (Hérault). 

DAVIB,    lieuteiiaul-coloiiel  d'Artillerie  en  retraite,   place  de  l'Ecole  d'Artillerie,  l\2,  à 
I  Oiilouse. 

UEFtORGES,  capitaine  d'infanterie,  attaché  à  l'Etat-major  du  Minisire  de  la  Guerre,  rue 
de  (jrenelle  Saint-Geimain,  i23.  à  Paris, 


DKliA.WOY,  soiis-intendanl  militaiie,  à  Orléans. 

DKMAUTUbl,  |)rol'esseiir  à  la   Faculté  des  Sciences  de  Monlpelliei'  (Héiaiill). 

DEUl\TS,  docteur  os  sciences,  char[;é  de  Cours  à  TUniversite  de  Liè^e  (Beli;i(iuo). 

DEWtliF,  lieutenant-colonel,  chef  du  Génie,  à  Montpellier. 

DOSTOU,  docteur  es  sciences,  rue  de  Rennes,  i3i,  à  Paris. 

DUEYFLS  (Ferdinand),  publiciste,  rue  de  l'Université,  25,  à  Paris. 

DIJlSItAiN'DE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers. 

DVCK  W.VLTHEIi,  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière). 

ESC4RY,  professeur  au  Prytauée  militaire,  à  la  Flèche  (Sarthe). 

FABKE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  aveuue  Trudaine,  2(J,  à  Paiis 

FEItltA/,  professeur  au  Lycée,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

FLEIREAI,  iugénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  au  Puy  (Haute-Loire). 

FLOQl'ET,  |>r()l'esseur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Jeanne-d'Arc,  (|,  à  Nancy. 

EliVE  SAiiVTE-MAUlE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Souinieiard,  12,  à  Pans. 

FONTES,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

l'OUltET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Washington,  iG,  à  Pai'is. 

(iAltIEL,   ingénieur  des  Ponts   et   Chaussées,   agrégé  de  la  Faculté  de  Médecine,  4>  ''1'<î 

Antoine-Duhois,  à  Paris. 
(îAUTJIIEK-VILLAltS,  éditeur,  quai  des  Grands-A.ugustins,  35,  à  Paris,  S.  P. 
(lEXOCC.IIl,  professeur  à  l'Université,  rue  du  Pô,  38,  à  Turin  (Italie). 
GE\TY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Oran. 
(iEUO.\0,  rue  Halle,  4o  et  42,  à  Paris. 

GIKOlt  (A.),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  63,  quai  d'Orsay,  à  Paiis. 
(iOFr'ART,  53,  rue  Nollet,  à  Paris. 
COURSAT,  maître  de  Conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  83,  rue  Denfert-Uoche- 

reau,  à  Paris. 
GRAliVltOliGE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  92,  à  Liège  (Belgique). 
CRUEY,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Besançon. 
GICCIA  (Jeun),  via  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Palerme  (Sicile). 
(iUELOT,  lieutenant-colonel  au  1 18"  régiment  d'infanterie,  à 
(JU.V'TUER  (U'  Sigismond),  député  au  Reichstag  allemand,  à  Ansbacli  (Bavière). 
(il)YO\,  lieutenant  de  vaisseau,  i3,  rue  de  l'Université,  à  Paris. 
IIAAG,  répétiteur  ii  l'École  Polytechnique,  rue  Chardin.  1,  a  Paris. 
IIAUICII,  directeur  de  l'École  des  Mines,  a  Lima  (Pérou). 
UALlMIEi\',  répétiteur  ;i  l'École  Polytechnique,  rue   Gounod,  8,  à  Paiis,  S.  I'. 
IIATO.\  DE  LA  GOUPILLIÈUE,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  avenue  du 

Trocadéro,  9,  à  Paris,  S.  P. 
IIATT,  ingénieur  hydrographe,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 
IlE.VItlOT,  ingénieur  des  Mines,  à  Charleville  (Ardenncs). 
IIE\RY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Privas  (  Ardèche). 
IIE\RY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  5,  quai  d'Anjou,  à  P:;ris. 
IIEUMARY,  chef  d'escadrons  au  i-*'  régiment  d'Artillerie,  à  Douai  (Nord). 
IIEltMlfE,  membre  de  l'Institut,  rue  de  la  Soibonne,  2,  à  Paris,  S.  V. 
IIILAIUE,  professeur  de  Mathématiques,  rue  d'Arias,  /),  a  Douai  (Nord). 
lllIiST,  Athenœum  Club,  Londres  (Angleterre),  S.  P. 

IlOLST  (Elling),  stipendiai  de  l'Université,  Pilestiade,  '19,  à  Clirisliania  (Norvège). 
IIOllilICAlVT,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lccourbe,  88,  a  Paris. 
lIliGO  (Comte  L.),  traducteur  au   Ministère  des  Travaux  publics,   rue  des  Saints-Pères, 

l'i,  à  Paris. 
lll'GOMOT,  capitaine  d'Artillerie  de  la  Marine,  rue  de  l'Arsenal,  1  1 ,  ;i  Paris. 
IIIJ.UBERT,  ingénieur    des    Mines,    répétiteur   à  l'ÉcoL-   l'olyteclini(iue,    iiii.  boulevard 

Haussmann,  à  Paris. 
niilEIt,  répétiteur  à  l'Ecole  Centrale,  boulevard  Beaumaichais,    loi),  a  Paris. 
.lAlilJI.VSkI,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  '\o,  boulevanl  Saint-Germain,  à  Paris. 
JA(:(}LTER,  ingénieur  des  Ponts  et  Cliausseos,  directeur  des    Travaux    publics  à   Saiul- 

Denis  (  Réunion  ). 
JAi\l.\,  chef  d'escadron  au  i^*"  régiment  J'.VrlilIcrie,  ù  la  Fèrc. 


—  8  — 

JAVARY,  chef  des  Iravaiix  grapliuiues  à   l'École   Polytechnique,   rue  du    Cardinal-Le- 

inoinfl,  38,  à  Paris. 
JOKDAN,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varennes,  f\S, 

a  Paris,  S.  P. 
JOIFFRET,  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  Palaiseau  (Seine-et-Oise). 
Jl\G,  |>rofesspur    à    l'Institut  technique   supérieur,  7,  via  Principe    Umberto,  k    Mi- 
lan (Italie). 
k(E\IGS,  professeur  k  la  Faculté  des  Sciences,  k  Toulouse  (Haute-Garonne). 
kOSTENEC  (Antoine),  professeur  au  lycée  communal,  k  Prague  (Bohème). 
kOVAI.KWShY  (M"""  de),  professeur  k  l'Université  de  Stockholm  (Suède). 
kRO.VECkER  (  D' Léopold),  professeur  k  l'Université,  Bellevuestrasse,  i3,  à  Berlin. 
LACOIt,  i3.  rue  de  Méziéres,  k  Paris. 
LAKFO\  DE  LAItEBAT,  amiral  (décédé),  S.  P. 
LAriLERRE,  examinateur  d'admission   k  l'École  Polytechnique,   membre    de  l'Institut, 

61,   boulevard  Saint-Michel,  k  Paria. 
LAISA.NT,  député,  avenue  Victor  Hugo,  84  bis,  k  Paris. 

LAQl'IERE,  administrateur  de  la  commune  mixte  de  Tababort  (  Constantine). 
tiAlTIl,  manufacturier,  k  Thann  (Alsace). 
LAVEISSIÈRE,  rue  de  la  Verrerie,  .38,  k  Paris. 

I.ÊAITÉ,  directeur  des  études  k  l'école  Monge,  i4i,  boulevard  Malesherbes,  k  Paris. 
LEBOX  (Ernest),  professeur  au  lycée  C.harlemagne,  4  bis,  rue  des  Ecoles,    k  Paris 
LEIiOllM,  ingénieur  des  Mines,  maître  de  conférences  k  la  Faculté  des  Sciences,  à  Caen 

(Calvados). 
LEfEVRE,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  k  Rar-le-Duc. 
LE.UUl.NE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  j,  k  Paris. 
LE  PAIGE,  professeur  k  l'Université,  rue  des  Anges,  ai,  k  Liège  (Belgique). 
LK  l'0\T,  '(2,  rue  Saint-Pierre,  k  Caen  (  Calvados). 
I.ESAGE,  professeur  au  lycée  Charlemagnc,  6,  rue  d'Arras,  k  Paris. 
LESI'IALLT,  professeur  k  la  Faculté  des  Sciences,  k  Bordeaux. 

LEVY  (Léon),  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Logelbach,  9,  k  Paris. 

LÉVY  (Lucien),  directeur    des   Études    de    l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe,  rue 

Valette,  k  Paris. 
LÉVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  boni.  Saint-Germain,  208,  k  Paris. 

LEZ  (Henri),  k  Lorre/.-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

LIGUIXE,  professeur  k  l'Université,  k  Odessa  (Russie). 

I-IE  (Sophus),  professeur  k  l'Université  de  Christiania. 

LINUEMAW,  professeur  k  l'Université,  Fragheimer-Pulverplatz,  5,  k  Kœnigsberg  (Alle- 
magne). 

LORIIV,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  faubourg  Saint-Honoré,  186,  k 
Paris. 

LK'.AS,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  i,  rue  Routarel,  k  Paris. 

MACE  I)E  LÉPINAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  rue  de 
rOdeon,  21,  k  Paris. 

MALEVX,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Dame-des-Champs,  117,  k  Paris. 

MALLOliCEL,  rue  de  l'Estrapade,   17,  k  Paris. 

MAHISTÉV,  conseiller  d'État,  k  Upsal  (Suède). 

SIAWIIEDI,  professeur  k  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe,  11,  k  Paris-Passy,  S.  P. 

MVRCIIWD,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  Poissy,  i3. 

MAItSII.LV  (  le  général  de),  rue  Chante»Pinot,  k  Auxerre. 

M\IITIV  (Artemas),  maître  ès-arts,  docteur  en  Philosophie,  k  Erié  (Pensylvanie). 

iMATIIIEl  (Emile),  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg-Saint-Jean,  22, 
a  iNancy. 

iXERf.EllEAl ,  licencié  es  sciences,  rue  Gay-Lussac.  38. 

■>IITTA(i-LEH'LEU,  professeur  a  l'Université,  k  Stockholm  (Suède). 

MOrmill,  examinateur  a  l'École  Polylechnicjue,  rue  du  Val-de-Grkce,  g,  k  Paris. 

XtlKERti,  professeur  a  l'Atheiiee  loyal  de  Liège  (Belgique). 

OliAdXL  ,u';,  ingénieur  des  Pouls  et  Cliaussee»,  a  Rochel'ort-sur-x'Mer  ^Charenle-lnlér.) 
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OVIblO  (Eiuico  d'),  prolesseur  à  l'Université,  piazza  Statuto,  17,  à  Turin. 
l'ANEK  (Auguste),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
PAHAF,  agrégé  des  Sciences  mathématiques  à  l'École  Normale  supérieure. 
l'ARMEMIEK  (le  général),   membre  du    Comité   des  fortifications,  rue   du   Cirque,  5, 

à  Paris. 
PARIIAX,  ingénieur  des  Mines,  avenue  de  l'Opéra,  26,  à  Paris. 
l'ATl'RET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
i'AL'TOWlER  (l'abbé),  professeur  au  collège  Stanislas. 
l'ELLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Clermont-Ferrand. 
l'ELLETREAl',   ingénieur  des   Ponts  et  Chaussées,  à  Conslantine  (Algérie). 
l'EI(Ci\,  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  l'Ecole  spéciale  militaire,  à  Saint-Cyr. 
PERKIN,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  de  l'Étoile,  17,  au  Mans. 
l'EROTT  (Joseph),  à  Port-Navalo,  par  Arzon  (Morbihan),  S.  P. 
l'HILIPPON',  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  h  la  Sorbonne,  à  Paris. 
PICARD  (  Emile),    professeur   suppléant    à    la   Faculté   des   Sciences,  rue    de    la   Sor- 
bonne, 2,  à  Paris. 
PICQL'ET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel,  j3,  à  Paris. 
PiSTOYE  (de),  capitaine  d'Artillerie,  rue  Montbaurin,  20,  à  Versailles. 
POI.NCARE,  ingénieur  des  IMines,  maître  de  Conférences  à  la   Faculté  des  Sciences,  rue 

Gay-Lussac,  66,  à  Paris, 
POkORNY  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
POLIGVAC  (prince  C.  de),  villa  Jessie,  route  de  Grasse,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes),  S.P- 
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SOCIÉTÉ  MATHÉMATIULE  DE  FRANCE. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Su/-  un  Mémoire  de  Poisson;  par  M.  Bioche, 
professeur  au  lycée  de  Poitiers. 

(Séance  du  i8  novembre  i885.) 

1.  Dans  un  Mémoire  lu  à  l'Académie  des  Sciences  en  i832  et 
publié  la  même  année  dans  le  Journal  de  Crelle  et  dans  le  Jour- 
nal de  V Ecole  Polytechnique,  Poisson,  après  avoir  rappelé  les 
théorèmes  d'Euler  et  de  Monge,  ajoute  les  observations  suivantes  : 

«  Les  théorèmes  sur  la  courbure  des  surfaces  que  nous  venons 
de  rappeler  supposent  évidemment  que  les  tangentes  à  toutes  les 
sections  faites  par  ce  point  que  l'on  considère  sont  dans  un  même 
plan,  ou  autrement  dit  qu'il  n'y  a  en  ce  point  qu'un  plan  langent; 
mais  il  existe  des  surfaces  où  le  plan  tangent  est  unique  et  où  ce- 
pendant ces  théorèmes  n'ont  pas  lieu.  En  ces  points  singuliers,  la 
direction  des  lignes  de  courbure  n'est  pas  Indéterminée  comme 
dans  les  ombilics,  mais  leur  nombre  est  phis  grand  que  deux;  il 
peut  être  quatre  ou  six  ou  tout  autre  nombre  pair  et  le  rayon  (.le 
courbure  d'une  section  normale  est  susceptible  de  plusieurs 
maxima  et  minima  dont  ii-  lumilirc  johil  l'^l  loujcuirs  t'gid  a  iclui 
des  lignes  de  courbure.  » 

Je  me  propose  de  faire  voii'  (pic,  lorsque  tlo  [toiuls  de  l  espèce 


considt'réc  par  Poisson  se  renconlrcnl  sur  des  surfaces  algébriques, 
ces  noinis  ne  sonl  pas  simples,  comme  l'expression  de  pfff/i  lan- 
cent unique  pourrait  le  faire  croire.  Il  peut  arriver,  il  est  vrai, 
que  la  surface,  lieu  des  tangentes,  se  réduise  à  un  plan  double 
ou  se  décompose  en  un  plan  et  des  cônes  imaginaires,  de  sorte 
([ue  les  tangentes  réelles  de  la  surface  sont  bien  toutes  dans  un 
même  ])lau.  C'est  pourquoi  il  m'a  semblé  utile  de  bien  préciser 
la  nature  de  la  singularité,  d'autant  plus  qu'il  résulte  de  ce  qui 
suit  que  les  théorèmes  de  Monge  et  d'Euler  s'appli(|ueut  sans 
exception  à  tous  les  points  sinq)les  des  surfaces  algébriques. 

Poisson  donnait   comme  exemple  les  surfaces  représentées  par 

l'équation 

iz  ^=  n-  sin  f/0. 

n  étant  un  nombre  entier;  z,  u,  H  des  coordonnées  semi-polaires. 
Le  rayon  de  enurbure  étant  donné  par 

—  r=  sni  n  '). 
H 

on  peut  disposer  de  u  pour  lui  donner  autant  de  maxima  et  mi- 
nima  que  Ton  veut.  Les  sections  normales  de  la  surface  sont  des 
paraboles  dont  le  sommet  est  à  l'origine;  les  tangentes  forment 
donc  un  plan.  Mais,  si  l'on  transforme  l'équation  en  passant  aux 
coordonnées  cartésiennes,  on  voit  que  l'origine  est  un  point  mul- 
tiple; l'axe  des  z  étant  une  ligne  multiple  de  la  surface  si  /i>»2. 
Pour  n  =  2  on  retrouve  le  paraboloïde  hyperbolique,  pour  n  =  i 
ime  surface  qui  a  deux  nappes  tangentes  entre  elles  à  l'origine. 
L'équation  en  coordonnées  cartésiennes  et  l'équation  en  coordon- 
nées semi-polaires  ne  sont  donc  pas  équivalentes  en  général. 

2.  Sans  insister  davantage  sur  un  exemple  particulier,  repre- 
nons l'expression  générale  Au  ravou  de  courbure  d'une  section 
normale 

—  t::z  r  ros^  a  -t-  -as  rosa  sin  a  -i-  /  sin-a: 

pour  que  K  soit  susceptible  de  plus  de  dcu\  maxima  ou  minima, 
il  faut  que  les  dérivées  partielles/-,  s.  i  de  c  dépendent  de  l'angle  a. 
C'est  ce  (Hii  ue  peut  avoii'  lieu  en  un  j)oint  simple  dune  surface 
algébrique. 
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En  effet,  une  surface  algébrique  étanl  représentée  par  Téquatiou 
(')  F{x,y,z)  =  o, 

on  ne  peut  avoir  à  la  lois  en  un  point  simple 


cfF 

dF 

d¥ 

.            —  C) 

f\ 

dr 

dr 

dz 

Or,  si  l'origine  est  un  point  simple,  le  plan  tangent  étant  k-  plan 
des  xy,  on  doit  avoir 

p  =  o.        </  =  t>- 

En  différenliant  l'équation,  (j)  on  trouve 

dF  dF  dF  dF 

^^^  d-r-^^d^--"-        ^-^^777="^ 

])uisque,  au  point  considéré,  p  et  q  sont  nuls,  on  a 

d¥^  _  dF  _ 

dx         '  dy 

et,  en  vertu  de  la  remarque  que  Ton  vient  de  faire,  il  faut  <fue 

dF 

De    plus   -j-   a    une    valeur    bien    déterminée    lorsqu'on    j    fait 

.r=jK  =  ^:=o,    puisque  c'est  un  polynôme   entier  par    ra|)porl 
à  ces  variables. 

Pour  avoir  les  dérivées  /',  5,  /,  je  différent ie  les  équations  {%') 

I  d^F  d-^F  d^F  dF 

l   dx-  '    dx  dz       ^     dz^  az 

\    d'-F  d^F  d^F  d'-F         dF 

(•^^  ^'d^^^  '^Ttyd-z-^^'d^z-^^^-d^-^'dJ-"- 

d'-F  d^F  d'-F  dF 

Les  équations  précédentes  donnent  |)uur  /•,  s.  I  ini  ^v>lt'mr  dt 
valeurs  unique  lorsqu'on  fait  .r  =:)' ^  ^  =  o;  car  les  coenieicnl- 
des  inconnues  ont   une  valeur  déterminée  différente  de  /.('ro:  l<s 

.     ,,         ,  .  ,j    .  ,  f/2F       d'-F       d^F 

termes  indépendants  qui  se  réduisent  a  -f^->   -j — r^'  "Tri'  p'i'^q"^' 

p  el  q  sont  nuls,  sont  également  bien  déterminés,  luii'^que  ce  soûl 
des  polynômes  en  x,  y^  z. 


Les   j)(»iiils  >iii<;uli('r>  ^innalt-s  pur  I^tisson  sont  donc  des  points 

I  11  I  I  I  I  1  p  I  t  •  >^  . 

3.  .)"iij(iiit('riii  une  aiUrc  reinaivpic.  Poisson  dil  que  le  nombre 
lolal  des  lii^nes  de  e.ourhiire  esl  toujours  é<;al  au  noml)re  des 
niaxinia  et  des  ininima  du  rayon  de  courbure.  11  peut  arriver  que 
le  premier  nond)re  soit  supérieur  au  second. 

En  effet,  suj)posons  qu'en  un  point  multiple  quelconque  dune 
surface  le  ravon  de  courbure  d  une  seelion  normale  s  exprime  par 

f,  =  ,(«.. 

en  remplaçant  les  coordonnées  cartésiennes  en  fonction  des  coor- 
données semi-polaires  dans  l'équation  connue  qui  donne  les  direc- 
tions des  lignes  de  courbure,  on  trouve  que  cette  équation  se 
transforme  en  la  suivante  : 

Il  en  résulte  bien  que  les  sections  de  plus  grande  ou  de  moins 
grande  courbure  sont  des  lignes  de  courbure;  mais  il  peut  y  avoir 

des   valeurs   de   0   cpii  vérifient  l'équation  -^  =  o   sans   rendre   's> 

maximum  ou  minimum.  Le  nombre  des  lignes  de  courbure  peut 
donc  être  supérieur  à  celui  des  lignes  de  plus  grande  ou  moins 
grande  courbure. 

Pour  m'assuiei-  (piil  en  est  bien  ainsi  et  (pie  toutes  les  racines 
de  l'équation  en  0  donnent  des  lignes  de  courbure,  je  me  sers  de 
la  méthode  dont  Poisson  s'est  servi  pour  le  cas  des  ombilics.  En 
général,  aucune  normale  MN  à  une  surface  n'est  rencontrée  rigou- 
reusement par  une  normale  voisine  M,N|,  quelque  rapprochés 
que  soient  les  points  de  la  surface  M,  M,  auxquels  elles  répondent. 
Si  l'on  appelle  A  leur  f)lus  courte  dislance,  A  sera  du  même  ordre 
que  la  distance  //  des  deux  points  j)oui'  une  direction  quelconque. 

Ce  qui  caractérise  une  hgne  de  eourbur-e.  e  est  (pie  -  devient  in- 
finiment petit  en  même  temps  (pie  //. 

Or,  ()Z  ('iant  normale  à  la  surface  considérée,  la  dislance  A 
d'une  normale  voisine  à  OZ  est 
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p.  //,  X,  y  correspondant  au  pied  de  la  seconde  normale 


A 

_  9 

cos  0  - 

- p  sinO 

u 

//^ 

-q-^ 

.      A 
im  - 

'f 

'(0) 

et  enfin 

i  i  m        

Donc  toutes  les  directions  Q  qui  annulent  'f'(B)  donnent  des  di- 
rections de  lignes  de  courbure,  sans  qu'il  soit  nécessaire  que  la 
courbure  devienne  maxima  ou  niinima. 

Soit,  par  exemple,  la  surface 

on  a 

—    =  COS^O  -+-  2, 

K 

-^  ^  =  —  3  cos2  0  sin  0. 

La   section   d'azimut  0  =  —  n'est  pas  une  section  de  courbure 

2  '■ 

maxima  ou  minima,  car  la  dérivée  ne  change  pas  de  signe;  mais 
cet  azimut  correspond  à  une  direction  de  ligne  de  courbure. 

On  peut  remarquer  encore   qu'il  résidte  de  l'expression  de  - 

que  le  plan  tangent  en  un  point  dune  ligne  de  courbure  est  per- 
pendiculaire à  la  section  normale  correspondant  à  cette  ligne, 
comme  dans  le  cas  des  points  simples,  de  sorte  que,  d'une  façon 
générale,  les  lignes  de  courbure  sont  les  lignes  perpendiculaires 
aux  directions  conjuguées,  si  l'on  donne  de  ces  directions  la  défini- 
tion que  donne  Dupin  dans  ses  Développements  de  Géoinctrie. 

4.  Enfin,  si  l'équation  'j(f))  a  des  racines,  les  sections  correspon- 
dantes ont  des  courbures  nulles  :  on  peut  donc  les  considc'rer 
comme  déterminant  des  directions  de  lignes  asvmploti([ues. 

Donc,  les  lignes  asymptotiques  étant  données  par 

et  les  lignes  de  courbure  par 
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si  le  théorème  de  Rolle  est  applicable  à  la  première  équation,  le 
nombi'e  des  lignes  de  courbure  est  au  moins  égal  à  celui  des  lignes 
asjmptotiques,  car  deux  lignes  asymptotiques  sont  toujours  sépa- 
rées par  un  nombre  impair  de  lignes  de  courbure. 


Sur  la  recherche  de  deux  courbes  planes,  ou  surfaces,  dont 
les  points  se  correspondent  chacun  à  chacun,  à  la  fois  par 
honiologie  et  par  polaires  réciprocjues ;  par  M.  G.  Folret. 

(Séance  du  i8  novembre  i885.) 

Le  problème  qui  fait  l'objet  de  cette  Note  a  déjà  été,  en  ce  qui 
concerne  les  courbes  planes,  posé  et  résolu  analvtiquement  par 
M.  d'Ocagne  (').  Nous  allons  en  donner  une  nouvelle  solution 
entièrement  géométrique,  et  nous  l'étendrons  ensuite  au  problème 
analogue  relatif  aux  surfaces. 

La  question  traitée  par  M.  d'Ocagne  peut  s'énoncer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Trouver  dans  un  plan  deux  courbes  (C)  et  (C),  polaires  ré- 
ciprocpies  par  rapport  à  une  conique  (K),  et  telles  cjue  la 
droite  joignant  un  point  cjuelconque  M  de  Vu  ne  d'elles  au 
point  M'  de  contact  avec  Vautre  de  la  polaire  de  ^i  par  rap- 
port à  (K)  passe  par  un  point  fixe  O. 

Il  est  clair,  d'abord,  que  les  conditions  imposées  dans  cet 
énoncé  à  (C)  et  à  (C)  impliquent  l'homologie  de  ces  deux  courbes. 
En  effet,  soit  A  la  polaire  du  point  O  par  rapport  à  la  co- 
nique (K.).  Puisque  les  points  M  et  M' sont  en  ligne  droite  avec  O, 
la  tangente  en  M  à  (C),  qui  est  la  polaire  de  M',  et  la  tangente 
en  M'  à  (C),  qui  est  la  polaire  de  M,  se  couperont  sur  A.  Par  con- 
séquent (G)  et  (G')  seront  homologiques  par  rapport  au  point  O, 
centre  d'homologie,  et  à  la  droite  A,  axe  d'honiologie. 

Gonsidérons  maintenant  k^  point  T,  où  la  tangente  à  (G),  en  un 
|)oint  quelconque  M,  coupe  A.   La  polaire  de  ï  par  rapport  à  (K) 

C)  Bulletin  de  la  Société  matlicmatique,  t.  \III,  p.  2o'|. 
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estOM,  puis([ue  cette  droite  contient  le  point  (3.  pnle  de  1,  et  le 
point  M',  qui  est  le  pôle  de  MT.  Par  suite,  les  droites  MO  et  MT 
sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  MA  et  MB, 
qui  joignent  le  point  M  aux  points  A  et  B  d'intersection  de  A  et 
de  (K).  La  courbe  cherchée  (G)  doit  donc  être  telle  que  la  tan- 
gente, en  l'un  quelconque  de  ses  points  M,  soit  conjuguée  harmo- 
nique de  MO  par  rapport  à  MA  etàMB(').  Transformons  ho- 
mographiquement  cette  courbe,  en  faisant  coïncider  les  points  A 
et  B  avec  les  ombilics,  ou  points  communs  à  tous  les  cercles  du 
plan.  La  proportion  harmonique,  qui  se  conserve,  entre  les  droites 
MO,  MA,  MB  et  MT,  exprime  alors  que  la  tangente,  en  un  point 
quelconque  de  la  courbe  transformée,  est  constamment  perpendi- 
culaire à  la  droite  qui  joint  ce  point  au  point  Q  transformé  de  O. 

La  transformée  homographique  de  (G)  est  par  suite  un  cercle 
ayant  ù  pour  centre,  et  la  courbe  (G)  elle-même  est  Tune  quel- 
conque des  coniques  tangentes  respectivement  en  A  et  B  à  OA 
et  à  OB,  c'est-à-dire  bitangentes  à  la  conique  (K),  en  ses  points  de 
rencontre  avec  la  droite  A.  La  seconde  courbe  cherchée  sera  la 
conique  polaire  réciproque  de  (G)  par  rapport  à  (K).  Nous  re- 
trouvons ainsi  le  résultat  que  M.  d'Ocagne  avait  obtenu  par  le 
calcul. 

Proposons-nous  maintenant  de  trouver  deux  surfaces  (S) 
et  (S'),  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  rji/adriquc  (Ç)), 
et  telles  que  la  droite  joignant  un  point  M  quelconque  de  la 
première  au  point  M'  de  contact  avec  la  seconde  du  plan  po- 
laire de  M  par  rapport  à  (Q)  passe  par  un  point  fixe  O. 

On  voit  immédiatement,  comme  pour  le  j)roblème  précédent, 
que  les^surfaces  cherchées  doivent  être  homologiques  par  rapport 
au  point  O,  centre  d'Iioniologie,  et  au  plan  |)olaire  H  de  O  par 
rapport  à  la  quadrique  (Q),  qui  est  le  i>/(in  d'hornido^ir.  ]])\iil- 
leurs,  en  coupant  les  surfaces  (S),  (S')  et  la  qua(h'i(pie  [iV)  par  un 
plan  quelconque  P  passant  par  le  j)ointO,  nous  oblicudrons  (K"u\ 
courbes  (G),  (G'),  et  une  conique  (K),  par  rapport  à  liMpielle  (G) 
et  (G')  seront  polaires  réciproques,  en  mriiic  temps  (pfcilcs  seront 


(')  C'est  un  cas  particulier  tics  courber  anharmonif/ues,  qui  s'ol)tienncnl,  comme 
nous  l'avons  fait  voir,  par  l'inlcgraliou  de  lécinaliou  de  Jacobi  {Comptes  rendus 
de  l'Acndeniie  des  Sciences,  t.  lAWIII.  |..   l'I,)!  cl    iS.i;). 
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homologiques  par  rapport  au  point  O,  centre  d'homologic.  la 
droite  A  d'intersection  des  plans  P  et  II  étant  Taxe  d'homologie. 
Par  suite,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré  plus  haut,  les 
courbes  (C)  et  (C)  seront  des  coniques  bitangentes  entre  elles 
et  à  la  conique  (K.),  en  leurs  points  communs  d  intersection  avec  A. 
On  en  conclut  que  les  surfaces  cherchées  (S)  et  (S')  sont  des  qua- 
driques  circonscrites  à  la  quadrique  (  Q).  le  long  de  son  intersec- 
tion avec  le  plan  FI. 


Si/r  une  suite  ju'cui  rente  ;  par  M.   Maurice  d  Ocagne. 
(Séance  du  18  novembre  i885.) 


1.  Le  sujet  traité  dans  le  présent  ^lémoire,  quoique  élémen- 
taire par  le  fond,  se  prête,  comme  nous  espérons  le  faire  voir,  à 
des  développements  assez  curieux. 

Nous  y  envisageons  une  notion  nouvelle  qu'on  pourrait,  sans 
doute,  faire  intervenir  dans  d'autres  genres  de  questions,  et  dont 
voici  la  définition. 

Supposons  que  des  quantités  Q,,  Qo,  ...,  Q„  dépendent  de 
certains  paramètres  p,  «,  6,  c,  . . . ,  le  nombre  n  de  ces  quantités 
étant  lui-même  fonction  des  paramètres/?,  «,  ^,  c,  . . .  : 

n  =  tp(/),  a,  b,  c,  . . .). 

Supposons  en  outre  que,  pour  chaque  valeur  de  /:>,  le  nombre  n 
ait  une  limite  supérieure  N  qui  dépende  uniquement  de  p. 

Si,  pour  un  certain  svstème  do  valeurs  de  f).  a,  b,  c on  a 

'f  (/),  a,  6,  c,  . .  .)=  N, 

c'est-à-dire,  si  le  nombre  n  des  quantités  Q  a  la  valeur  maximaN 
compatible  avec  la  valeur  de  p  considérée,  nous  disons  qu'il  y  a 
plénitude  des  quantités  Q. 

On  trouvera  dans  ce  petit  Mémoire  plusieurs  propriétés  nou- 
velles de  la  célèbre  suite  de  Fibonacci. 
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2.  Dans  une  suite  récurrente  proprement  dite  chaque  terme 
est  une  fonction  linéaire  et  homogène  d'un  certain  nombre  n  des 
termes  qui  le  précèdent  immédiatement. 

Une  telle  suite  est  définie,  en  outre  de  la  formule  ou  échelle  de 
récurrence,  par  les  valeurs  arbitrairement  attribuées  aux  n  pre- 
miei's  termes. 

Ainsi  la  suite  récurrente 

Uo,     U,,     U2,     U3,     ...,     Up,     ... 
est  définie  par  l'échelle 

\]p=  aUp_i-+-  6U/,-2-+-.  .  .-\-  lUp-n, 

et  par  les  valeurs  des  n  termes  initiaux  U,,,  U) ,  Uo,  . . . ,  U„_i . 

Si,  conservant  la  même  échelle,  on  suppose  tous  les  termes 
initiaux  nuls,  à  l'exception  du  dernier  U«_(  pris  égal  à  i,  on  ob- 
tient ce  que  j'appelle  la  suite  fondamentale  de  la  précédente, 
suite  que  je  représente  par 

Up  =  ailp-i  -I-  bUp-1  -!-...-+-  lUp-n, 

Dans  ma  Théorie  élémentaire  des  séries  récurrentes  ('),  j'ai 
démontré  le  théorème  que  voici  : 

Le  terme  général  d'une  suite  récurrente,  à  échelle  à  n 
termes,  s'exprime  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  n  termes 
consécutifs  de  sa  suite  fondamentale,  les  coefficients  de  celle 
forme  étant  des  fonctions  des  n  termes  initiaux  de  la  suite 
considérée. 

3.  Je  vais  rappeler  la  démonstration  (jue  j'ai  donnée  (-)  de  ce 
théorème,  pour  le  cas  dune  échelle  à  deux  termes,  auquel  se  rap- 
porte la  présente  Note. 

Etant  donn(''es  la  suite  définie  par 

cl  les   valeurs  des    termes  initiaux  U,,  et  U(,  considérons  la  siiilf 


(')  Nouvelles  Annales  de  Malhé/natù/ues.  3"  scric,  1.  III.  p.  03. 
{')  Loc.  cit.,  p.  71. 
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fondamenlale  définie  par 

Up—  aUp-\+  ùu/j-2, 

«0=  o,  »,  =  I. 

et  posons,  pour  loiite  valeur  de  p., 

V/,=  U/,— L'iMp. 
En  vertu  des  formules  précédentes,  on  voit  que 

D'ailleurs,  on  a 

Vo=  Uo    —  Ui«o=  Uo, 
Vi  =  Ui    —  Il  Ui  =  o, 
V,  =  aVi—    6Vo=^'lo- 

Ecrivons  alors  la  formule  de  récurrence  (pii  lie  les  quantités  V, 
en  divisant  ses  deux  membres  par  ^Uo- 


Comme  nous  avons 


nous  en  déduisons 


par  suite, 

Ip—  Ui  Up-h  \p—  Ui  Up-h  blJoUp^i, 

formule  (pii  Iriidiiii,  pour  le  cas  d'une  échelle  à  deux  termes,  le 
théorème  énoncé  plus  haut. 

Cette  formule  n'est  pas  sans  importance.  En  outre  des  applica- 
tions que  j'en  ai  données  dans  le  Mémoiie  d'où  elle  est  extraite,  je 
l'ai  appliquée  depuis  dans  ma  Note  Sur  une  série  à  loi  alter- 
née ('  ). 

La  présente  Note  a  pour  bul  d'en  développer  une  nouvelle  ap- 
plication. 

(')  Bulletin  de  la  Société  mathéinaiirjue  de  France,  t.  \II.  p.  ~S. 
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i.   J'établirai    auparavant   quelques    propriétés  de   la    suite    de 
Fibonacci,  dont  j'aurai  besoin  au  cours  de  ce  travail. 
On  sait  que  cette  suite  est  définie  par 

Wo=0,  «1  =  1, 

U/l  :=   Up-i  —  M/)— 2  • 

C'est  donc  une  suite  fondamentale.  Ecrivons-en  quelques  ternies 

H„.  K,.  Hj.  1/3  lli.  Ils-         Ile-  "7.  "s.  "d.  "lO-  "il-  "iV  «13-  l'ii- 

o       I       I       2       3       5       8       i3       21       34       55       89       f44       233       'i-~ 

On  peut  prolonger  cette  suite  au-dessous  de  Uo  au  moven  d'in- 
dices négatifs,  et  je  dis  que  l'on  a 

(2)  u-p=(—iy>+iuj,. 

Supposons,  en  effet,  la   formule  vraie  pour   les   indices  p  —  i 
dp  —  2.  Nous  avons  évidemment 

=  —  (—\)l'  Up_i  -H  (  —  l)/'-'  Up-i  =  (—  I  j/'-'  (  Up^i  H-  Up^i)  =  (—  1)/^+'  llp  . 

Or  la  formule  se  vérifie  pour  p  =  o  et  p  ^^  \ .  Elle   est  donc 
établie. 

L'équation  génératrice  de  la  suite  de  Fibonacci  est 

(3)  .r- —  X  —  1  =  0, 
dont  les  racines  sont 

2 
positive  et  supérieure  à  i, 

_  1-/5 

X^  —   y 

2 

négative  el  inlericure  à  1  en  valeur  absolue. 
On  a,  en  vertu  d'une  l'oruiule  connue, 

j./' x'' 

llp  =      '         ^  • 
.r(  —  x-i 

D'après  cela,  on  peut  écrire 
7Ui=  


—  {Xl(+^  —  .gg+')  H-  XiXiixI—xP)  -^Tx  —  Xj 
{Xi  —  Xî)(Xi  —  \)(Xt  —  I 
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Or,  ^'i  el  x-2  étanl  racines  de  l'équalion  ('^),  on  a 

{xi—\)(Xî—i)  =  — I  ; 
par  suite, 


2"' 


xP+^  —  xi^+^        x'l  —  x1 


X\  —  «^2  ^1  —  *^ï 

1  =  0 

OU,  d'après  la  formule  de  définition, 
(4)  2' 


I    =   Up+x  -h  llp 


t=p 

I  m  =  iif 

;  =  0 


Cherchons  maintenant  à  effectuer  la  somme 
i=p 

\    (— l)'«,=   Uo—  i/l-f-  Mo—  Ih-r-  "i  — .  •  .^{~l)Pltp. 
/  =  0 

Elle  peut  s'écrire,  en  vertu  de  (2), 

—  (  «0  -^  U-l  -r-  "—2  -r-  11-3  H-  .  .  .  -r-  U-p  )  ; 

par  suite, 

i  =  p  i=p 

2(— I  )'«,  =  — 2  «-/■ 
/=0  i=0 

l'our  cette  somme,  on  trouvera,  comme  précédemment,  en  re- 
présentant par  j;',  et  x'.^  les  racines  de  l'équation 

(5)  x^-\-  x—i  =  o, 

x\  x'^  ( x'P  —  x'P )~{x'P+^  —  x'P+  ^)-^x\  —  x\ 


U-i  — 


{x\  —  x'^){x\  —  i)[x',  —  1) 

i  =  C 

Ici,  d'après  (5),  on  a 

X\x\=—l.  ijr'^  —  i)(x'.,  —  l)  =  l, 

et,  par  suite, 

^  j^-'/'+i  _,.;/'+!        yp_^'P 

1=0 

= M_(y,-(-li  —  ll-p-^  I  =;  —  «-/,_!)  -r-  I 


Donc 

i  =  p 

(  6 )  2 *^^~  '  *'  "'  ^^^'^^''  "''-'  ~  '  • 

/  =  o 

Le  rapprochement  des  formules  (4)  et  (d)  fait  voir  que,  si p  est 
impair,  on  a 

(=0  j  =  0 

et,  5//*  est  pair, 

i  =  p  £  =  /»  +  3 

£  =  0  £=0 

J'établirai  enfin,  au  sujet  de  la  suite  de  Fibonacci,  une  dernière 
formule  dont  j'aurai  besoin  plus  loin. 
On  a 

x\  —  x\,  !  — 
U,)  xf^  —  x^  ^  \x 


Laissant  i  fixe,  faisons  croître /:>  indéfiniment;  Xo  étant,  en  va- 
leur absolue,  inférieur  à  X|,  on   a   lim(  —  j       =  o,  et,  par  suite, 

(7)  lim  — —  =  x\  . 

lip—i 

5.  Je  vais  maintenant  aborder  le  problème  que  j'ai  en  vue  dans 
cette  Note,  et  qui  est  le  suivant  : 

Entre  deux  quantités  données,  en  insérer  un  certain  nombre 
d^autres,  telles  que,  dans  la  suite  ainsi  obtenue,  chaque  terme 
soit  égal  à  la  somme  des  deux  précédents. 

Soient  a  et  b  les  quantités  données.  Supposons  b^  a.  Il  s'agit 
d'insérer,  entre  a  et  b,  p  quantités  a,,  ao,  . . . ,  a^,  telles  que,  quel 
que  soit  /,  et  en  posant  a„  1=  «,  y-p^{  =  b,  on  ail 

a/=  a,_i-f-  a/.o. 

D'après  la  formule  (i),  on  aura 

b  =  a/,+1  =  a,  Mp+i  -4-  au,,, 


-  :2li  — 

tp  et  Up^i  élanl   les   lermes  d'indices  p  et  />  -i-  i  dans  la  suite  de 
Fibonacci.  De  là,  on  tire 

h  —  aup 

■xi  =  . 

La  formule  (i)  donne  encore 

b  —  au,,                            bui —  a(  UpUt —  «p-t-i  Ui-\) 
oLi—  7.iUi-T-  auj-i  = Ui-\-  aUi-1  =  —  • 

Les    quantités  a  et   b  étant    quelconques,  nous  pouvons  faire 
a  =  Uf,  6  =  ifp+>-  Nous  avons  alors  a/_,  =  //,.  Donc 

m  —  ■ 

Up+l 

ou,  puisque  «,  =  i , 

Up^-i  Ui  ~~  Up^i  M/_i  =  —  (Up  «/_,  —  Up+i  «,-2  ). 

Faisant  décroître  simultanément  les  indices  />  et  /,  on  a  succes- 
sivement 

Up^l  Ki—  Up^i  Ui-1  =—{Up  Ui-i  —  K/,+1  Ui-2) 
=   lip-i  Ui-2  —  Up  Ui-3 


=  (—  I  )'-^'  (  Up-i^.2  ui  —  Up-i+z  "u  )  =  (—])'+'  Up-i+v  ; 
par  suite. 

Up  Ui—  Up+i  Ui-i  =  (—  1)'-+-'  Up-i+i. 

Remarquons  en  passant  (juc  c'est  là  une  propriété  intéressante 
des  nombres  de  Fibonacci  ('),  propriété  dont  la  généralité  exige 
la  considération  des  termes  à  indices  négatifs  qui  ont  été  délînis 
plus  haut.  Grâce  à  cette  formule,  la  valeur  de  a/  peut  être  mise 
sous  la  forme 

_  bui-\- a{— \)' Up^i-i 


(8) 


'p+i 


Remarquons  que  les  termes  Ui  et  Up^f^i  sont  équidislanls  des 
extrêmes  dans  la  suite 

Mo,        «1:        "2,         •••,        «/)-!•        Up-        llp^\- 

ce  (|ui  permet  de  retenir  très  aisément  la  loniiule. 
(  '  )  Tour  /  =  p,  ccUc  foriiiulc  duniic  uj,  =  «     ,  u     ,  ;-( —  i)''^'. 
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6.  Le  problème  est  résolu;  nous  allons  le  discuter  en  supposant 
a  et  b  positifs. 

a  et  b  étant  positifs,  on  voit  que  tous  les  termes  à  indice  pair 
sont  nécessairement  positifs. 

Les  termes  d'indice  impair  sont  positifs  à  partir  du  terme  Xoa^i, 
tel  que 

il  y  a  alors  k  termes  négatifs. 

En  particulier,  si 

b 

Up    <    -  5 

a 
tous  les  termes  sont  positifs.  Si  de  plus 

biii  —  aup 


'■p+i 


>  a, 


ces  termes  vont  continuellement  en  croissant  de  a  à  b.  Or,  puisque 
Uf=i  ij  cette  condition  peut  s'écrire 

ou 

b 
a 

Il  ne  peut  y  avoir  de  termes  négatifs  que  dans  la  première  moi- 
tié de  la  suite.  En  effet,  si  le  terme  y-2k+\  est  dans  la  seconde 
moitié,  on  a  forcément 

«p— 2/.- 


<i, 


«2/.-4-1 

et,  comme  -  >  i ,  a  /orfiori, 
a  ' 

iip-^./c    ,  b 
<^  -  > 

«2/.  +  1  « 

ce  qui  démontre  la  j)rojiosition  avancée. 

7.  Nous  allons  maintenant  clierclier,  pour  une  valcui'  donnée, 
le  nombre  maximum  tle  termes  négatifs  (pie  |)eul  reiilcnuer  la 
suite  considérée. 

Supposons  d'abord /v  impair,  />  =  2/?  -t-  •• 


—  28  — 

II  existe  alors  un  terme  du  milieu,  pour  lequel  ai^=  Upj^\-i\  la 
valeur  de  ce  terme  peut  donc  s'écrire 

(b  z^a)ui 

■ j 

Wp-Hl 

qui  est  nécessairement  >>  o. 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer  suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

i"  n  pair.  —  Le  terme  du  milieu  est  a„^,.  Le  terme  précédent 
a„  étant  à  indice  pair  est  nécessairement  positif.  Le  terme  le  plus 
haut  qui  puisse  être  négatif  est 

bUn-\—  aun+z 
^n-l  = 

Pour  qu'il  soit  négatif,  il  faut  que 

««-j        a 
Il  V  a  alors  -  termes  négatifs. 

■2.  ° 

2"  n  impair.  —  Le  terme  le  plus  haut  qui  puisse  être  négatif  est 


Il  le  sera,  lorsque 


p»  — 

ii,L         a 


et  il  y  aura  alors  — ^ —  termes  negaliis. 

Supposons  maintenant  />  pair,  />  =  .'-n.    11   n  s   a  pas  de  terme 
du  milieu.  Deux  cas  à  considérer  : 

i*^  n  pair.  —  Le  plus  haut  des  termes  (jui  puissent  être  négatifs 
est 

bun-i  —  aUn-^-z 

■3.11-^1  =   • 

«2/l-Hl 

11  est  négatif  pour 

u„+i        b 
Un-i         a' 

et  il  V  a  alors  -  termes  néiratifs. 
2 

2"  /i  impair.  —  \jP  nombre  des  termes  négatifs  est    maximum 


—  29 
lorsque 


hu„  — 


aun 


est  négatif,  c'est-à-dire  lorsque 


p>  — 


et  ce  nombre  maximum  est  — 


Si  l'on  compare  les  quatre  cas  qui  viennent  d'être  envisagés,  on 
voit  que  l'on  peut  énoncer  cette  proposition  générale  : 

Si  Von  insère  p  ternies  entre  a  et  6,  et  que  l(  —  )  représente 

le  plus  grand  nombre  impair  inférieur  ou  égal  à  la  partie  en- 
tière du  quotient  de  p  par  2,  la  suite  aura  son  nombre  maxi- 
mum de  termes  négatifs  si 


> 


b 


(?) 

I 


M     /17.  (t 


et  ce  nombre  sera  -^ 


Ce  nombre  peut  encore  s'exprimer  d'une  autre  façon.  Repré- 
sentons par  Ef  —  j  la  partie  entière  du  quotient  de  N  par  j.  cl, 
ainsi  que  nous  l'avons  fait  dans  une  autre  Note  ('),  par  G(  —  )  la 
différence  N  —  E[— j-Nous  voyons  alors  que  le  nombre  maxi- 
mum de  termes  négatifs  peut  dans  tous  les  cas  s'exprimer  par 


m 


G 

De  là,  on  déduit  celte  formule 
I 


^^-m 


(')  Voir  Bullclin  de  la  Société  inatlu'matiquc  de  France,  l.  \11.  p-  S7. 
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Faisons,  par  exemple.  ^/ =  i .  b  =^  \,p=i2.  ÎNous  avons 


'(fj==' 

P-^ 

.-i(f)=»^ 

«8    _ 
«5 

21 

6 

qui  est          >  -  ou  4- 
'                          a 

Donc  la  suilc  considérée  aura  son  nombre  maximum  tle  termes 
négatifs  et  ce  nombre  sera 

(f) 


\  o    / 

3. 


EfTeclivcment,  celte  suite  est,  par  a|)plication  de  la  formule  (8), 


4 


1Jl*>   JLJL       47     46    _!__    4  5     44     89    1  33   222   3S5   577 

'2  33    2  3  3       233   233       233   2  33   233   233   2  33    2  33    233   233 

Elle  a  bien  trois  termes  négatifs,  et  il  ne  saurait,  pour/?  =  12, 
y  en  avoir  davantage,  puisque  le  dernier  terme  de  la  première 
moitié  de  la  suite  est  7.0,  qui  est  forcément  positif,  comme  ayant 
un  indice  pair. 

8.  Nous  poserons  ici  la  définition  qui  a  été  généralisée  au  début 
de  cette  Note,  définition  qui  est  indispensable  à  la  facilité  du  lan- 
gage. Lorsque,  pour  une  valeur  donnée  de  p,  la  suite  possède  le 
nombre  maximum  de  termes  négatifs  correspondant  à  cette  va- 
leur de  />,    nombre   cpii   est,    ainsi    que  nous  l'avons  vu,  égal   à 

— -^ — ,   nous   dirons  qu'il   y  a  plénitude  de  termes  négatifs. 

Nous  allons  faire  une  étude  spéciale  de  la  plénitude. 

A  cet  effet,  nous  distinguerons  quatre  cas,  comme  précédem- 
ment. De  plus,  nous  conviendrons,  pour  abréger  l'écriture,  de 
poser 


"Kl) 


\\, 


Il  y  aura  donc,  pour  des  valeurs  données  de  p.  a  et  A,  pléni- 
tude ou  non,  suivant  (pie  Ky,  sera  supérieur  ou  inférieur  à  -• 
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Premiek  cas.  —  p  est  de  la  forme  \n. 
W-p  est  alors  donné  par  la  formnlc 


II.. 

2 


Je  dis  que   ce  rapport  croît  constamment  avec  y?,  c'est-à-dire 
que 

En  elTet,  cette  inégalité  peut  s'écrire 


X% 


<   — ^ 

2/t-l     ^   rfla 


+  1  ^2/i+l 


Chassant  les   dénominateurs  (qui  sont  positifs),  réduisant  et  te- 
nant compte  de  ce  que  XyX,^-=. —  i,  on  met  bien  aisément  cette 


inégalité  sous  la  forme 


\  <C^x\^  x\. 


Elle  se  trouve  ainsi  vérifiée;  car,  en  appliquant,  ])Our    l'expo- 
sant 5,  à  l'équation 

X'  —  X  —  I  =  o 

la  formule  qui  fait  connaître  la  somme  des  puissances  semblables 
des  racines  d'une  équation  ('),  on  trouve 

x\-\-  x\  =  l\. 

Ainsi   donc,  \\p  croît  en   même   temps   que  p.    On    trouve,    eu 
effet, 

p.  K,.. 

4  3 

8  4 

12  4, a 

i6  4 j 2307... 

20  4>'^-352... 


Dans  — — )  l'indice  supérieiu"  surpassant  l'indice   in(éri<'iM    de 


(')   I  0»- SiiRRET,  Cours  d'Algèbre  supérieure,  l.  I,  p.  4^0;  5"  cdilion. 
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trois  unités,  on  a,  en  vertu  do  la  lormule  (-), 
lim  R,,  =  x\=  4,236o3. .  . . 
Donc,  si  -  >x',',   on  ne  peut  avoir  pour  aucune  valeur  de  p, 

de   la  forme  4^^    R/)>  -'   et,  par  suite,  pour  aucune  de  ces  va- 
leurs, il  ne  peut  y  avoir  plénitude  de  termes  négatifs. 

Si,  au  contraire,  -  <;  3,  pour  toute  valeur  de  p  de  la  forme 

4«,  on  a  Ry3>-  -5  et,  par  suite,  pour  chacune  de  ces  valeurs,  il  j 

a  plénitude  de  termes  négatifs. 

Si  -  est  compris  entre  3  et  .r,',  la  plénitude  a  lieu  pour  tonte 

valeur  de  p  supérieure  à  celle  pour  laquelle  on  a,  pour  la  première 
fois, 

"/'    „ 

u„        ""   a 


Il  est  curieux  de  remarquer  l'extrême  rapidité  avec  laquelle 
croît  le  nombre  des  valeurs  de  p  pour  lesquelles  la  plénitude  a 
lieu. 

Ainsi,  pour  —  -<  3,  ce  nombre  est  nid,  et  pour  -  >  2  +  y/5 
ou  4j236o3...,  ce  nombre  est  infini.  D'ailleurs  ce  nombre  croît 
avec  une  rapidité  d'autant  plus  grande  que  -  se  rapproche  davan- 
tage de  2  4-  y/5. 

Nous  allons  mettre  ce  fait  plus  en  évidence.  Pour  cela,  calcu- 
lons les  intervalles  de  valeurs  de  j-j  à  l'intérieur  desquels  le 
nombre  des  plénitudes  possibles  reste  le  même,  c'est-à-dire  les 
intervalles  tels  que  R/j+4 —  R/,.  Puisque  p  =  ^n,  on  a 


R, 


^2/44-1  ^2/ 


Réduisant  au  même  dénominateur,  effaçant  les  termes  qui  se 
détruisent  et  tenant  compte  de  ce  que  a",;r2  =  —  i,  on  met  cette 
différence  sous  la  forme 

J"?-r-3?â  — I  Ss—  I 


R  M4-V  —  R,,  = 

'  '        xi"  -i-  xt"  -+-  xi  -^  .r.T 
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Sy,  désignant  la  somme  des  puissances /->''"'^^  des  racines  de  Té- 
quation 

X^ —  X  —  I  =  o. 

On  a,  par  application  d'une  formule  connue  ('), 

i  ,    />(/?  —  !-«■  — i)(/^  — !-«■  — 2)...(/>  — 2!x  +  i) 

\  I  .  2 .  .  .  [J. 

en  prolongeant  ce  développement  jusqu'à  ce  qu'il  s'arrête  de  lui- 
même;  par  conséquent, 

S,=    3, 

85=11; 
donc, 

10 


D  r>     

''^*  ''^    /   ^    n      .       P(P—^)     ,  ,      P(  P  —   l^-  ^)iP  —\^  —  -^h-iP  —  'ilJ--^  l)     .  ' 

^  -\-  p -f- . . .  H ■ h . . . 

1.2  l  .1.  .  .[X 

et  l'on  voit  que  cet    intervalle  décroît  rapidement  lorsque/?  aug- 
mente. 

Deuxième  cas.  —  p  est  de.  la  forme  ^n-\-  \ . 
Rp  est  donné  par 


■"    ^^|)-,     "•'- 

Ici  encore, 

on  a 

R/;<  Rp+i» 

c'est-à-dire 

^2«+3  ^2«  +  3            a?2«+5 j;.2«  +  5 

^2/f-l  ^2//~l      ^    -*»2rt+l  ^2W-Hl  ' 

que  l'on  ramène  à 

T\->r  t\  <  X\  -+-  t|, 

inégalité  vérifiée,  puisque 

r\  -^x\=Z 

et 

x\-^  x\  =  r8. 


('  )  Loc.  cit. 
XIV. 
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D'iiillciirs.  oïl  Iroiive 

p.  R, 

5  5 

9  6,5 

i3  6,8 

17  6,8i6i. 


Dans  -^^-    l'indice    supérieur    sur|)asse    l'indice    inférieur    de 
quatre  unités 5  on  a  donc,  en  vertu  de  la  formule  ('j), 
lim  Rp  =  .r'{  =^  6,8  j4o3.  .  . . 

On  déduit  de   ce  qui  précède  que,  si  -  ^-^î?  on  ne  peut  avoir 

|dénitiide  de  tenues  négatifs  pour  aucune  valeur  de  p  de  la 
forme  'j  //  H-  i  . 

Si  -  <^;"J,  il  V  a  plénitude  iiour  toute  valeur  de  p   de  la  forme 
rt   ^  •'       '  ' 

4/«  +  1.  Inutile  d'ajouter  que  pour  la  valeur />  =  i  qui  rentre  dans 
cette  forme,  il  ne  peut  y  avoir  de  terme  négatif,  car  la  suite  est 
alors 

a,     b  —  a,     b. 

On  peut  répéter  ici  les  remarques  faites  sur  le  cas  précédent- 
on  trouve,  pai"  un  calcul  analogue, 

Ofi  —  00 


R„^,-R„  = 


bp_l  -t-    05 


.„= 


/_u(n_i)^'-^-Z:lii/iZl41_^  \     ip  —  ')(p  —  l^  —  -^^{P~lJ-  —  '^)   ■■ip-1\i.) 


I . 2  ...  a 


TnoisiKMi:  (.\s.  —  /)  est  de  /a  forme  4"  +  2. 
In.  !  on  a 

Le  riippoi  I  l«^  va  encore  en  croissant,  atlendu  que 

.y-1  +  2  ylll  +  i  -v.2«+'f  ^2«  +  4 

-»■  2  «  +  I  y.l!t+\     "^     -V.  i  «  4-  3  ~  2  «  ■(-  ;( 


—  3o  — 


(Xi-^  Xo)  <  X'I-^  Xl, 


car 


On  a,  en  cllct. 


Xi  -h  Xo  =    F  , 

x'\  ^-  5?!  =  4. 

/' 

G 

1  , 

10  1,6 

I  {  1 ,6i53S. 

18  1.6 176 


La  limile  de  Kp  est,  d'après  la  lormule  (-), 
limRp  =  a",  =  F  ,6i8o3.  .  .  . 

Donc,  si  -  >-.?(,  il  n'v  a  plénitude  de  termes  négatifs  ponr 
aucune  valeur  de  p  de  la  l'orme  ^n  ^  2. 

Si  -  <<i,'^'  l'T  pli'-nitnde  existe  poin-  toute  valeur  de  p  de  cette 
forme. 

Pour  la  valeur/;  =  2,  qui  rentre  dans  ce  cas,  il  ne  peut  v  avoir 
de  terme  négatif  ;  car  la  suite  est  alors 

A        ^         A    ■    ^, 


7.  2 


Les  limites    1.5  et  .r,  =  1  JuSo.!. ...  entre  lesquelles  varie  -> 

pour  que  le  nombre  des  valeurs  de  p  donnant  plénitude  passe  de 
l'infini  à  zéro,  sont,  on  le  voit,  extrêmement  rapprochées. 
Elles  différent  d'un  peu  |)lus  de  o.  1  .  On  trouve  dadleur^ 

l>      .  -  -  H    -     ^3~~^' 

ou,  d'après  la  forjiiule  (9), 

5 

''^\     ..„,„..     ip-^-^Xp-l)     ,                 {p^-J.)(p-ll-^l)...(p-2[L^S} 
|-!-(/?-t-2)H — f-...H 


\  .■?..  .  .<J. 


Qu\Tnii-:MK   CVS.  —   p  psI  do  la  forinr  ^n  -{-  '.\. 
Le  rapport  Wp  est  donné  par 


"2 '/M 
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Il  \a  on  croissant,  en  verlu  de  l'inégalilé 


I ■>  ^  __; - 

•J*^  \  2  1  "^^ 

ou 

qui  est  vérifiée,  puisque,  d'après  la  formule  (9),  on  a 


En  effel.  on  trouve 


p.  Rp. 

3  2 

7  2,5 

1 1  2,6 

i5  2,6i53.. 

19  2,6176. . 


et.  à  In  limite,  en  vertu  de  la  formule  (7), 

limR^  =  ,rj  =  2,61802.  .  . . 

En  conséquence,   si  -  >>  .r^,  il  n'y  a  plénitude  de  termes  néga- 
tifs pour  aucune  valeur  de/)  de  la  forme  4'?  H-  •^• 
Si  -  «<  2,  il  y  a  plénitude  poi 
Enfin,  dans  ce  cas,  on  trouve 


Si  -  «<  2,  il  y  a  plénitude  pour  toute  valeur  de /^  de  celte  forme. 


R     ,_R   _     S^-^ 


ou,  d'après  la  formule  (9), 


l~(/J— IjH -— (-...-I 


1.2  I  .  2  .  .  .  jX 

De  l'examen  des  quatre  cas   qui   précèdent  résultent   les    re- 
marques générales  suivantes  : 

I.   5/  -  <C  1 ,  5,  il  y  a  plénitude  de  termes  négatifs  pour  toute 
valeur  de  p. 
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.    Z:>i  ->  x^  = =  (),bo4oJ.  .  . ,  cette  plénitude  n  a 

lieu  pour  aucune  valeur  de  p. 
Entre  ces  limites  extrêmes  : 

III.  Si  -  >  X,  =  ^— — ^  =  i,6i8o3.  .  . ,  la  plénitude  n'a  lieu 
pour  aucune  valeur  de  p  de  la  forme  /\n  +  2. 

IV.  Si  -  >-  j?;  :=  - — ^ — -  =  2.61802.  .  . ,  la  plénitude  n'a  lieu 
pour  aucune  valeur  de  p  des  formes  ^n  -\-  1  et  ^n  -\-Z. 

V.  Si  -  >-  x|  =  2  H-  y/5  =  4,  2  36o3 .  .  . ,  la  plénitude  n'a  lieu 
pour  aucune  valeur  de  p  des  formes  /^n  -^  ■2,  ^n  -\-  "à  et  ^n. 

Et  aussi  : 

VI.  Si  -  <<  2,  il  y  a  plénitude  pour  toutes  les  valeurs  de  p 
des  formes  /^n  -1-3,  ^n  et  f\n  -\-  i . 

VII.  Si  -  <C  3,  il  y  a  plénitude  pour  toutes  les  valeurs  de  p 
des  formes  ^n  et  ^n  -{-i. 

VIII.  Si  -  ■<  5,  il  y  a  plénitude  pour  toutes  les  valeurs  de  p 
de  la  forme  ^  n  -{-  i . 

Exemple.  —  Prenons  rt  =  i ,   b  z=  ^^  c'est-à-dire  -  =  4- 

D'après  la  Remarque  iV^,  la  plénitude  de  termes  négalils  ne 
peut  avoir  lieu  ponr  aucune  valeur  de  p  de  l'une  des  formes 
^n  -|-  2  et  4/'  4-  3.  D'après  la  Remarque  VIII,  elle  aura  lieu  pour 
toute  valeur  de  p  de  la  forme  4«  +  i  • 

Quant  aux  valeurs  de  p  de  la  forme  4'',  la  plénitude  aura  lieu 
pour  toutes  celles  de  ces  valeurs  (pii  sont  supérieures  à  la  pre- 
mière d'entre  elles  pour  laquelle  on  a 


;j8  — 


c'est-à-dire  à  pailir  de  p  =  \i.  Pour  p  =  8,   on  a  Ky,  =^  \\  il  V  a 
un  terme  nul;  mais  nous  ne  comptons  pas  les  termes  nuls  comme 


négatifs. 


Ou  jieiit  dorn;  due  : 

Si  (^/  =  I ,  /y  =  \,  1(1  condition  nécessaire  et  snfjisante  pour 
(jiL  il  y  ait  f)Lrnitude  de  ternies  négatifs  est  cjue  p  soit  ou  de  la 
forme  ^n,  n  étant  supérieur  ou  égala  3,  ou  de  la  forme  ^n-\-i . 

9.  Nous  allons  maintenant  opérer  la  sommation  de  la  suite 
obtenue  en  intercalant,  comme  il  a  été  dit,  p  termes  entre  les 
nombres  a  el  b\  nous  représenterons  cette  somme  |)ar  S^.  En  po- 
sant, comme  précédemment,  «:=  a,,.  0^=^y-/,+  \,  nous  |)ourrous 
écrire 

s..=   V   .... 


La  Ibrmule  (<S)  donne  alors  immédiatement 

(■  =  /)  + 1  i  =  p  +  i 

h      \        u-^i^^  x)l>  +  Ul        >       (—\)'Ui 

ou,  en  vertu  des  formules  (4)  et  (6), 
Comme  lOii  a 

II/,        =  Il f,-i-<> Up-i-iy 

ou  \(jil  que  cette  formule  peut  encore  s'écrire 

,                   _  ( h  ^  a) a,,+^_-+-  ( b  —  a)u„+i  —  \ b  —  (—  i)P a] 
\HJ  }  r<p  —  -      — 

10.  Il  nous  reste  un  dernier  point  à  examiner  :  Que  devient  la 
suite  considérée  lorsque  l'on  fait  croître  indéfiniment  le 
nombre  p  des  termes  insérés  entre  a  et  b? 

Pour  nous  eu  rendre  complC;  nous  allons  replier  la  suite. 
\  oiei  en  quoi  consiste  celle  opération.  Si.  numérolant  la  suite  à 
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relîoiirs,  nous  cciivous 

P/'4-l  —  -<0  —  'f;  i-»/;  —  -^li  l-'/J-l  —  ■'■il  ••••  i-*!  —  ■*/')  i-iO  =  -</^-l-l  =  t^5 

nous  pourrons  écrire  la  suite,  en  plaçant  l'un  au-dessous  de 
l'autre  les  termes  équidislants  des  extrêmes 

ay,      ai,     ao,      ....     a,,      .  .  . , 

0  0  0  o 

i^Oj       i-"!)       i-ii'       •  •  ■  ?       i-»;')       •  •  •  ) 

ces  deux  lignes  étant  prolongées  jusqu'au  milieu  de  la  suite.  S  il 
existe  un  terme  du  milieu,  nous  l'inscrirons  indilTéremment  dans 
l'une  ou  lautre  des  deux  lignes. 

ÎSous  avons,  en  vertu  de  la  formule  (8), 


i'r 


'  P-i-i 


Faisons  croître  indéfiniment  le  nombre  p.  Le  nombre  des 
termes  dans  chacune  des  deux  suites  (a)  et  (^j),  dont  la  réunion 
constilue  la  sliite  considérée,  croît  indéfiniment.  De  plus,  on  a 
évidemment,  /étant  une  quantité  fixe, 


lim  — — 


cl,  en  vei'lu  de  la  foimule  (-), 


lllll        ;=    • 

donc 

lllll  a,    =    : 1 

cl,  à  la  liiiiilc,  la  suite  repliée  est  lorméc  par   la    ju\lapo>iti<iii   des 
deux  suites 

a  a  ( —  \)'a 

^1  -^'i  *  "  x{  ■  "  ' 

b  b  h 


—  m  — 

Ainsi  donc  la  liinile  de  la  suite  se  compose  de  termes  allerna- 
livement  positifs  et  négatifs,  décroissant  de  a  jusqu'à  zéro  et  ne 
dépendant  que  de  a  et  de  termes  positifs  croissant  de  zéro  jusqu'à 
b,  et  ne  dépendant  que  de  b. 

Si  nous  représentons  par  S  la  limite  de  la  somme  S^,.  nous 
aurons 

V      j"i     -rf       /       V      ^i     ^î       I       j__i_       ,_J_ 

Or 
par  suite, 


t 

—    =1  T^^  X\ 


S  = 


a(T,  —  \)-^bT\ 


Mais,  X(  étant  racine  de  x-  —  x  —  i  =  o,  on  a 

x\  —  r,  =  I  ; 
donc  enfin 

S  =  a(Xi  —  [)  —  b{xi-^i). 

C'est  d'ailleurs  ce  que  donne  directement  la  formule  (^lo').  En 
effet,  remarfjunnt  (|ue.  d'après  la  formule  (-), 

lim  — ^ —  =  Xi, 

on  a 

S=^{b-r-a)Xi-T-{ô  —  a); 

c'est  la  formule  précédente. 

Pour  terminer,    nous   ferons  la  remarque  suivante  : 
Etant  connue  la  suite  de  Fibonacci,  on  peut  très  aisément  cal- 
culer une  puissance  quelconque  x'^  de  x,,  en  fonction  de  ^,. 

En  effet,  posons  L„=:  i,  U|  =  x,  et,  d'une  manière  générale, 
\jp=^x^.  Comme  nous  avons 

X^  =  Xi-~-  j, 

nous  eu  d 'duisons.  en  multipliant  les  deux  membres  par  x^"'. 
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Donc,  par  application  de  la  formule  (i), 

c'est-à-dire 

tI(=  Xi  Up-^  Up-i. 

De  là,  nous  déduirons  une  remarquable  conséquence  relative- 
ment à  la  suite  de  Fibonacci.  En  effet,  l'égalité  précédente  se 
démontre  pour  x-^  comme  pour  ^,  ;  donc 

X'I  =  X-iUp^  Up-i- 

Multiplions  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  en  tenant 
compte  de  ce  que  j",  Xo  ~-  —  i ,  j^i  -h  j^^,  =  i  ;  il  vient 

(—  U''  =  —  "/.-^  "n-\  —  Kpt'f'-i 
on 

Itp  llp     \  =  l'j,  —  «/)-l  -t-  (—1)''; 

c'est-à-dire  que  le  produit  de  deux  termes  consécutifs  de  la 
suite  de  Fibonacci  est  égal  à  la  différence  des  carrés  de  ces 
deux  termes  augmentée  ou  diminuée  de  V unité  suivant  que 
r indice  du  plus  élevé  de  ces  termes  est  pair  ou  impair. 


Sur  un  problème  de  Fermât;  par  Paul  Tannery. 

(Séance  du   i  ticceinbre  i<S85.) 

1.  Diophanle  ramène  un  de  ses  problèmes  (V,  aj)  à  la  re- 
cherche de  trois  triangles  rectangles  en  nombres  (')  tels,  que  le 
produit  des  trois  hypoténuses  par  les  trois  hauteurs  soit  un 
nombre  carré. 

Il  se  donne  ensuite  l'un  des  trois  triangles,  soit  (5,  [\,  .\)\ 
comme  la  hauteur  de  ce  dernier,  /j,  est  un  carré,  il  reste  donc  à 


(')  On  appelle  ainsi  nn  f,'roupc  de  trois  iioniljies  {a,  b,  c),  entiers  ou  J'idctinit- 
naires,  tels  que  a-=b^A~e-:  a  est  riiV|)<)lt'iiuso  du  iiiaii;;ie  roi'tan;;le.  /'  sera  la 
base,  c  la  hauteur. 


clierclicr  deux  lii;iiii;lcs  (rt,^(C,),  [a_,b-,Cj),  Lois  (|iir 

Le  reste  du  [)roblt"me  est  corrompu. 

Bachel  a  donné  de  la  première  des  deux  questions  une  solution 
assez  élégante  que  Cossali  a  traduite  depuis  en  langage  algé- 
brique, mais  qui,  nétant,  bien  entendu,  nullement  générale,  ne 
s'applique  pointa  la  forme  spéciale  (i)  à  laquelle  conduit  le  texte 
de  Diopbantc. 

Fermât  s'est  proposé  la  divination  de  la  solution  perdue,  mais 
il  V  a  été  moins  heureux  qu'ailleurs  (').  Au  lieu  de  s'attacher  au 
texte  même,  il  a  abordé  le  problème  a  priori  dune  façon  qu'on 
peut  représenter  comme  suit  : 

Soit  à  traiter,  en  général,  le  problème 

(2  )  «1  Cl  =  moiC-y  ; 

d'après    la  théorie  des  triangles  rectangles   en  nombres,  on  peut 
poser 

«I  =  /»-—</-•       (^\  =  -i-pq. 

a -2  =  r-  —  s-,  Co  =  2  rs, 

/).  '/.  /•.  s  étant  des  Indéterminées. 

Si  Ion  suppose  d'ailleurs  r=p,  l'équation  (•.^)  deviendra 

(3)  Ç(p'' — c/-)  =  ms(p'--i- s- }. 

d'où 


F'  = 


ms  —  q 


Dans  ses   transformations  subséquentes,  Fermât  a  comjuis  une 
erreur  de  signe,  en  sorte  qu'il  résout  le  problème  de  rendre  carré 

le  iionil)re  ~ ^  et  non  |)as  le  problème  <|u  il  s  était  pose,  il  a 

q  —  nis  '  '  '  ' 

reconnu  ensuite  son  erreur  et.  sans  donner  dautics  explications, 
s'est  contenté  d'affirmer  qu'il  avait  résolu  généralement  la  ques- 
tion  et   d'en    donner    une   solution   particulière,  pour    m  =  j.  en 


(')  La  solution  de  Diophanle  a  clé  reconstituée  d'après  le  texte  de  Bachet  par 
le  traducteur  allcinaud,  Schulz  (Berlin.  1822):  elle  re])ose  sur  un  arlificc  tout 
parliculier  cl  ne  pcul  conduire  aux  nombre*  indi<]né4  par  l'crrnat. 


—    t.)   ^ 


iioinhres  assez  i^rands  pour   que  l'on  ne  pût,  dil-il,  imputer  leur 
découverte  au  hasard  (').  Ces  nombres  soiiL  les  suivants  : 

rt,  = /,8543G09  log,         ^i  —  36o83 779809,         01=82472275280, 
a2=  ^■2  636 ~ 5-2 [)3ii,         6)  =  i I  99o6')54oo,         c-2=    7894200088. 

•2.  Il  est  difficile  de  révoquer  en  doute  l'affirmation  de  Fermât, 
qu'il  a  résolu  généralement  le  problème;  ce|)endant  il  peut  y  être 
arrivé  en  abandonnant  la  voie  qu'il  avait  d'abord  essayée  et  en 
retrouvant  soit  l'arlifice  de  Dio[)liante,  soit  quelque  autre  sem- 
blable. 

Si  en  effet,  dans  l'équation  (3),  on  substitue 

q  =  mtix  -i-  i),         .s-  =  ^(a"  -i-  /n-),         p  =  ty, 

on  arrive  à  l'équation  indéterminée 

( 4  )  •/■■'  —  8  m -x  —  /n'-(  ni'^  -+-  i)  =  y- . 

qui,  s(.)us  sa  Ibrmc  générale,  est  incontestablement  rebelle  à  toutes 
les  méthodes  de  Diophante  et  de  Fermât  que  l'on  connaît. 

Mais  il  est  certain,  d'un  autre  coté,  que  c'est  au  contraire  en 
suivant  sa  première  voie  que  Fermât  a  obtenu  les  nombres  qu'il  a 
donnés.  Si  l'on  calcule  en  efl'et  les  nombres  générateurs  de  ces 
triangles,  il  vient 

/>  =  /•  =  205708,         (7  =  78980,        5=17973. 

Ainsi  nous  reirouvons  llupollièsc  lonilaincntale  p  ^  i\  (|ui 
conduit  à  l'équation  (4). 

11  m'a  paru  intéressant  d'appeler  sur  celle  dillicidl(''  l'altentiou 
des  mathématiciens. 

En  nous  boriianl  d'ailleurs  au  cas  spécial  oi'i  m  =  5,  sur  bupiel 
ont  porté  les  caUîiils  de  J^'ermat,  l'équalion  ('{)  devient 

(5)  x'^ — 70  j'  —  65o=jK-; 

nous  rencontrons  une  nouvelle  complication. 

Il  est  facile  de  voir  <pie,  dans  ce   cas,  nous  a\ons  une  solulion 


(')  Qua-slioncin  ipsam  Diopliaiitspain  nos  ileriiin  cxaniiiii  suhjioitiilos  cl  1110- 
lliodum  noslram  sedulo  consulcnles  tandem  gencralilcr  solviinus.  K\(nipluin  lari- 
lum  subjicicmus  confisi  numcros  ipsos  salis  indicaliiros  non  snrli,  sod  arli  sidii- 
lioncni  dcbcri. 


immédiate  (y>  =  /•  =  i ,  ^  =  2,  5  =  i).  A  la  vc-illé,  elle  ne   permet 

pas  de  construire  (les   triangles  demandés  par  Diopliante;   mais, 

avec  la  méthode  de  Fermât,  une  première  solution  en  donne  une 

infinité  d'autres  par  voie  de  dérivation  successive. 

Comme,  en  général, 

mq  —  s  m- — i 

X  =  m  — j         y  =  mp - 

ms  —  q  -^  ms  —  q 

cette  solution  immédiate  correspond  au  couple  de  valeurs 

xi  =  i5,        j'i  =  4o. 

En  substituant  dans  le  premier  membre  de  l'équation 

X  =  i5  ^  x' , 

le  terme  constant  devient  le  carré  (4o)"5  et  l'équation  transformée 
peut  être  traitée  d'après  la  méthode  de  Diophante.  On  obtiendra 
ainsi  une  seconde  valeur  j:'2=^,  d'où  l'on  pourra  déduire  les 
triangles  suivants,  satisfaisant  au  problème  de  Fermât  : 

«,  =  87125,         ^1=    79^3,         01=86764, 
«2  =  463^5,         ho  =  32877,         Co  =  32636. 

Or  ces  nombres  sont  cerlainement  déjà  assez  compliqués  pour 
que  Fermât  les  eût  sans  doute  donnés,  s'il  avait  fait  la  même  dé- 
duclion,  d'autant  qu'elle  est  une  application  d'une  de  ses  mé- 
thodes. D'aulrt;  part,  sa  solution  numérique  n'a  certainement  pas 
été  obtenue  par  cette  voie;  car,  si  l'on  poursuit  la  recherche  des 
solutions  suivantes,  on  arrive  presque  immédiatement  à  des 
nombres  beaucoup  plus  élevés  que  ceux  qui  correspondent  aux 
triangles  de  Fermât. 

La  façon  dont  il  a  obtenu  les  nombres  générateurs  de  ces 
triangles  reste  donc  un  mystère,  et  il  peut  être  permis  de  penser 
que,  quoi  qu'il  en  ail  dil.  il  aura  été  aidé  par  le  hasard  dans  une 
certaine  mesure. 

Je  ne  prétends  point  au  reste  traiter  la  question  à  fond;  je  me 
bornerai  aux  (pielques  indications  suivantes  pour  épargner  des 
tentatives  inutiles  à  ceux  qui  voudraient  l'aborder. 

Si  (par  une  restriction  spéciale)  on  pose 

X  =:  z--^y, 
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en  même  temps  que 

y  ^=  z^-v-  u, 

l'équation  (5)  prend  la  forme 

z^ —  \z- —  B  =  iiiz^-h  u^. 

D'après  les  valeurs  numériques  et  la  solution  de  Fermât,  B  +  li- 
se trouve  un  carré,  et,  si  l'on  pose 

B-+-   «2=  t;2.2^ 

on  trouve  (•  =  2. 

L'équation  proposée  se  ramène  dès  lors  à 


ou 


et  l'on  prendra 


^  =  u  -r-  w. 


Si  l'on  se  donne  p  =  2,  on  trouvera  d'ailleurs  que,  pour  obtenir 
ainsi  la  solution,  A  et  B  sont  soumis  à  une  double  condition;  si 
au  contraire  on  cherche  à  déterminer  v  de  manière  à  obtenir  la 
solution  en  conséquence  de  cette  détermination,  on  tombe  sur  une 
équation  beaucoup  plus  complexe  que  la  proposée. 


Su/-  l'hypercycle  et  la  théorie  des  cycles  polaires, 
par  iM.  Dautheville, 

Mailrc  de  Conférences  a  la  Faculti'  de  Montpellier 
(Séance  du  17  février  iSSG.) 


I.  —    Problèmes  préliminaires. 

Nous  adopterons,  dans  ce  qui  va  sulvi'c,  des  coordonnées  rec- 
tdignes  et  rectangulaires. 

Un  cycle  est  déterntiné  par  les  coordonnées  de  son  centre  cl 
son  rayon.  On  sait  que  le  rayon   d'un  cycle  est  positif  ou  négatif 


-  i()  — 

siiivanl  \c  sens  diiiis  lequel  on  suppose  parcouru  par  un  point  mo- 
bile le  cercle  au  moven  duquel  on  dé'finil  le  cvcle. 

Considérons  une  semi-droite  D  (  //>.  i  ).  Menons  par  Torigine 
une  parallèle  à  la  droite  correspondante,  et  prenons  la  région  A 

Fis.  I. 


sur  laquelle  se  déplacerait  un  mobile  qui  s'éloignerait  de  l'origine 
en  marchant  dans  le  sens  qui  correspond  à  la  semi-droite  donnée. 

Soit  (0  l'angle,  moindre  que  t:,  que  l'ait  A  avec  OX;  et  soit  w 
l'angle,  moindre  que  t,  que  fait  A  avec  OY.  Chacun  de  ces  angles 
est  déleiniiné  p.ir  son  cosinus.  Soient  a  =  cos(o,  {j  =  cosoj'.  On 
a  a-  -4-  S-  =  I .  Kéciproquement,  deux  quantités  données  a,  p,  vé- 
rifiant la  relation  a- 4- ^- =  • ,  peuvent  être  considérées  comme 
les  cosinus  d'une  semi-droite  A.  Cela  posé,  la  semi-droite  D  sera 
déterminée  par  les  cosinus  a,  Jj,  et  sa  (UstdU'P  à  Torigine  p.  Ces 
trois  quantités  sont  les  paramètres  de  la  semi-droite. 

Soit  un  point  M  a\ant  pour  coordonnées  i^x,r)  et  une  semi- 
droite  D  avaul  pour  paramètres  (a,  [ii,  />).  La  distance  de  M  à  13 
est,  par  définition,  le  rayon  du  cycle  de  centre  M  tangent  à  D. 
On  voit  sans  j^eine  que  cette  distance  d  est  donnée  par  la  formule 

suivante  : 

d  —  3.r  —  ir  -:-  p. 

Étant  donnée  une  courbe  décrite  dans  un  sens  déterminé,  les 
cosinus  directeurs  de  la  semi-droite  tangente  au  point  (.^j  r)  sont 
donnés  par  les  formules 

_    as  ,^  _   r)s 

n.r  r)y 

S  désignant  lare  de  courbe  compris  entre  une  origine  fixe  et  le 
point  (x,  )•),  arc  pris  avec  le  signe  -1-  ou  le  signe  — ,  suivant  qu'il 
est  dirigé  dans  le  sens  suivant  lequel  la  courbe  est  supposée  décrite 
ou  bien  et)  sens  contraire. 
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Problkmi:  I.  —  Elanl  données  les  semi-droiles  A,  A',  B, 
trouver  les  paramèlres  de  la  conjuguée  liarnionirjue  de  B, 
relativement  à  A,  A'. 

Prenons  rorigine  des  coordonnées  au  point  de  renconlre  de  A 
et  de  A',  l'axe  de  x  suivant  celles  des  bissectrices  des  droites  A,  A', 
qui  est  le  lieu  des  centres  des  cycles  tangents  aux  deux  semi- 
droites,  l'axe  des  r  suivant  l'autre  bissectrice,  et  cboisissons  les 
directions  positives  des  axes,  de  manière  que  Ox,  tournant  de 
droite  à  gauche,  vienne  coïncider  avec  Oy  après  une  rotation  de 

l'anj^le  -• 

On  sait  comment  on  construit  la  semi-droite  cherchée  B'.  On 
décrit  le  cvcle  O'  ifîg-  :^-),  tangent  aux  trois  semi-droites  données 


NvB' 


A,  B',  B  ;  la  sécante  qui  joint  le  point  O  au  |)oint  de  contact  h  de  B 
coupe  le  cvcle  en  un  s(!Cond  point  //.  La  tangente  au  cvcle  au 
point  b'  est  la  semi-droite  cherchée  B'.  Cela  posé,  soient  ^/i  —  /.-, 
A",  o  les  paramètres  de  A;  — y/i  —  k-,  /{,  o  ceux  de  A';  a,  ^,  p 
ceux  de  B;  et  enfin  a',  [îi',  //  ceux  de  B'.  Le  rajon  /•  et  les  coor- 
données X,  y  du  centre  du  cycle  tangent  à  A,  A',  B  seront  (h'tcr- 
minés  par  les  écjualions 

k.T  —  V  '  "~  l^'X  —  /•  =  o, 


aj 


-  P   —  /•  =  o, 


(pu  tionnent 


o, 


/.■  —  3 


—    iS  — 
IV  étant  tangente  au  même  cycle,  on  a 


Ainsi  la  question  sera  résolue,  si  Ion  détermine  a',  [i'. 

Remarquons  que.  si  l'origine  des  coordonnées  est  au  centre  d'un 
evcle,   les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  ce  cycle  au  point 

M(j:,  j')    sont    déterminés   par   les    relations    y.  ^=z  •— ,    |j  = ^• 

En  elFet.  si  /■  >  o,  désignons  par  -i  l'angle  formé  par  le  rayon  OM 
avec  OX',  angle  compté  dans  le  sens  direct.  On  aura,  en  prenant 
l'origine  des  arcs  au  point  )  =  o,  x  =  —  r. 


X  =  —  /•  COS'i, 


d'oi 


àx        dx  d'-i             .          I 
"  ()s         ô'^   ds            "      '     /• 

=  sin'i  = 

r 

,.        Oy        Or  d's>                       i 

3=  -^  z=  -^ '-  =  r  coso  •  -  = 

()s        o-s>  as                  '     r 

=  cos?p  =  - 

X 

r 

Si  r  est  négatif,  désignons  par  'j  Tangle  formé  par  OM  avec  OX, 
angle  compté  dans  le  sens  rétrograde,  et  prenons  l'origine  des  arcs 
au  point  )■  =  o,  x  =  —  /'.  On  aura 


d'où 


j  =  — rsin'^; 


àx        dx  ()'i  .  {       \\  .  y 

(is        O'o   os  '     \ 

ày         ùy  ôz, 


()s         ào   as  '     \       '■/ 


D'après  celte  remarque,  la  question  se  réduit  à  trouver  les 
coordonnées  de  b',  l'origine  étant  en  O'.  Les  cosinus  d'une  semi- 
droite  sont  les  mêmes  par  rapport  aux  axes  OX,  OY  et  par  rap- 
port  aux   axes    O'X,    O'Y.    Les    coordonnées    de    b   sont    donc 

x=z—r{j,    y  z=  ry.;    et    celles   de   O,   .r  =  ~j-J-—fr,    »  =  o.    La 
droite  0/>  a  pour  équation 

_  a(/.x  -!-/•) 

Les   abscisses   des   points   de    rencontre  de    cette   droite   avec   le 


-  49  - 
cercle  O'  sont  racines  de  léquation 


%'( kx  -f-  /•)- 
oc-  -. j-f—- r^  —  o 


(i  -^  A-2  —  2  A;B  )j;2  -^  2  Ara^x  —  ,3r2  [  |3(i-t-  k'-  )  —  ik]  =  o. 
L'une  des  racines  étant  ( —  /[i)  et  l'autre  (—  /'jj'),  on  a 

,-2  33'=  _i^ 


0,.2f3(i_a_/,-2)_2A-] 


i^A2-2A-3 

d'où 

,„_  -lA  — 3(r  — A-^,) 

•''  ~     1  -^  A2  —  2  A-  3 

L'ordonnée  du  point  b'  étant  a'/-,  on  a  ensuite 

d'où 

(  r  —  A-  )  a 


~  I  -h  A-2  — aA-p 
Enfin  on  a  trouvé 

'^'      /^       .   n'         ^P     -  n  • 

on  en  tire 

P  ~  i^A-2-2A:p' 

Les  paramètres  cherchés  sont  donc 

(.-A^)a  .,/,-n  +  /:2)^  n-AM^ 

~  I  +  A-2  —  2A|i '       '  I  -^  A-2  -  iA^  '       '   ~       ,  +  x-2  -  2A-p ' 

Problème  IL  —  Connaissant  les  paramètres  a,  jii,  j>  d'iinc 
semi-droite  relativement  à  un  système  d^axes,  trouver  les  pa- 
ramètres a',  ^',  p'  de  la  même  semi-droite  relatifs  n  un  autre 
système  d'axes. 

Soient  <7,  b  les  coordonnées  de  la  nouvelle  ()rij;ine  par  rapport 
au  premier  système  d'axes,  et  soit  (o  Tanfile  (pic  l<inl  les  directions 
OX,  0)X,   (angle  compté  dans    le   sens    r('-lr()i;radc  ).    On   olitient 

XIV.  i 


—   oO   — 

iiist-menl  les  formules  suivantes  : 

I    a  =  a'  cos  oj  —  3'  ?in  m. 

(2)  '   ^=a'«inco  —  ^'cosio, 
'  p=  —  j'«  -;-  oi'b  —p': 

i  a'=        acrosco  -i-  |j  «inoj, 

(3)  <    |j' =— a  sin  (0  —  ^j  costi), 
( />'=       3a — -xb-^p. 


Vroulkme  ht.  —  Liant  données  deux  semi- droites  P.  P', 
deux  autres  A,  A',  qui  sont  conjuguées  harmoniques  par  rap- 
port aux  premières,  et  enfin  une  semi-droite  B,  trow^er  les 
paramétres  de  la  semi-droite  B',  qui  est  conjuguée  harmonique 
de  B  par  rapport  à  A.  A'. 

Prenons  les  axes  de  coordonnées  relativement  à  P,  P'.  comme 
nous  avons  fait  dans  le  problème  I.  Désignons  j3ar  les  notations 
suivantes  les  paramètres  considérés  : 


P... 

—  v"i 

-  /.i 

/..  o 
k.  o 

A.. 
A'. . 

a. 

?',  P' 

B.. 
B'.. 

.     À. 
•     À'. 

;JL. 
ut.'. 

(I 

P'... 

—  k^ 

q 

a'.  |j',/>'  s'expriment  en  fonctions  de  a,  |j./?  par  les  formules  (i). 
Si  l'on  transporte  l'origine  des  coordonnées  au  point  de  rencontre 
de  A,  A',  les  nouveaux  paramètres  seront 

A...     a.   3,  o:       A'...     a',   3',  o;         B...     À.   ;jl.   qy\       B'...     À',   ;x',  <jr',. 

Prenons  maintenant  comme  axe  des  x  la  bissectrice  des  semi- 
droites  A,  A',  et  comme  axe  Oy  la  perpendiculaire  avec  les  mêmes 
conventions  relativement  aux  directions  positives  des  axes.  Soient 
les  nouveaux  paramètres 

A . .  .     a , .   3 1 ,  o  ;  A' . .  .     a', ,   3'i ,  o  ; 

B  ...     À,,   a,.   7,:         B'.  ..    À',,   .a'i,  cj\. 

Soit  to  Tangle  dont  il  faut  faire  tourner  Ox  dans  le  sens  rétro- 
grade pour  l'amener  sur  Ox|.  to  est  défini  par  les  conditions 

r*  —  I-"!'  ^1  —  —  ^1  ■ 

c'est-à-dire,  d'après  les  formules  (3). 

^  coso)  —  a  «in  to  =  3'  co?  to  —  a'  sin  tu. 


—  ol 

On  en  déduit 


0  Ui 

taiiçio  =  ■ — 


Les  formules  (i)  donnent 

(  [  —  A-  ) a         __    2 k'x(  k  —  S ) 


a  —  a  =  a  — 


A-2  — aA-^  H-A2  — 2/.[i 


,       ^,      ,       2/,-(,  +  A-^)^_  2(A--P)(A-iJ-i) 
'        ^""^         ,_^/.-2_2A3    ~       .--A-2-2A-3 


Delà 


a 


A3  — I             .                    A:8  — I                                            A-a 
tangw  =  — 4 1         sinto  =  —  ■.         cosw  —  


v/i^A2  — 2A;i  \/i-+-A:2  — 2A^ 

Cela  posé,  les  formules  (i)  donnent 

9i  = 


i  +  Pf-ap.iJii' 
et  les  formules  de  transformation  (2) 

)/  =  X',  cos  (0  —  îjl'i  sin  to,  \x'  =  X'j  sin  w  +  [/.'j  cos  oj. 

i"   Calcul  de  )/.  —  Le  nuiuérateur  de  )/  est 

(i  —  [3ï)Xi  cos  10  —  ajB,  sinio  -i-  fn-  [3f  )[ji.i  sinoj 

ou 

(X,  cosw  +  \j.x  sino)  )  —  ^|(X,  costo  —  iji,  sinco)  —  2^1  sinr.) 

ou 

À  cos'^w  -\-  aii.  sin  to  cnsco  —  X  sin-w  —  X[3f  —  2  ^j  sino) 

ou 

X(cos2w  —  sin^to  —  Pf  )  +  2[x?inwcos(o  —  2j3i  sinw. 

Remplaçant  maintenant  siiKo.  roso),  [j,   par  leurs  valeurs  res- 
pectives 

Aa  .  A-{S  — I 

—  ,  SIIl  (0  =  —  - 


^I  _^  /,2  _  :,,  A-  p  y/l  -+-  A-2  -  9.  A  S 


pj  —  p  oopo)  —  a  si  II  (0 


a 


/,_,_^2_,./,p 


—  :i-2  — 

on  ()l)lirnl  linaiemcnt 

>.[ (  A-  —  I  ) g^  —  (  X^  —  I  j- ]  —  2 g(  Â -ft  —  [  ) (  X  jjL  —  1  ) 

La  démonslalion  de  a'  est 

'-^  ?i  —  ■■i?i:-ti 

ou  bien 

2  a(  A-  p  —  I  )  À  —  2  A-  a-  ;i.  -^  I  -h  A-  -;-  a-  —  s  A  3 
i-^A^  —  aAS 

On  a  donc 

,  ,_  f(  A^  —  i)a2  — (  A-^  —  r)2]/.-4-2a(  A3  —  n<  Au  —  i  i 
"~        2  a(  A-  3  —  I  )  À  —  •!  A  a-  ;jL  -H  I  -^  A-  -f-  a-  —  u  A  3 

^Ji"   Cfilciil  de  •j.' .  —   Le  niiniéiateur  est 

(i  —  ^f  )À|  sin  oj  -^  2  ^1  costo  —  (  I  -4-  3{  )  Ui  cosoj 

on 

(  À]  sin  10  —  [Xi  CO5C0  )  —  3y(  /-i  «in  oj  -t-  'jii  cos  co  )  —  2  3i  cosiu, 

qui  devient,  en  réduisant, 

;  2  Aa[(  A^  -  1  )X  -  a]  -  [(A^^  -  i)2  -  a^(  A^  +  ')]!^|  ,  _^ /,, '_  ^/.o  ' 

Le  dénominateur  est  le  même  que  pour  ).' ;  on  a  donc 

^  .  _  2Aa[(A^  — i)À-^a]  +  [(A^  — iV^  — (A^^i)a^].a  _ 
'"^  ~~  2a(  A3  —  1)1  —  ïAa^fz-i-  I  -1-A^  -^  a^  _  .^^-^ 

3"  Calcul  de  cf .  —  Dans  le  système  initial  de  coordonnées,  le 
point  de  rencontre  des  semi-droites  A(a,  ^,/?)  et  A'(a',  ^',/?')  a 
pour  coordonnées 

_  />a'— g/)'  _  ^i^'— p/?' 

a3  —  3a'  '        -^  a^'— fia'  ' 

ou  bien,  en  avant  égard  aux  formides  (i), 

_/>([  —  A-  )  _  kp(\—k'p) 

■^  ^       /.  —  3      '         -'''  ^      a(A— ;3)    ■ 


On  a  donc 

71  =  :-' 

</'i  =  l"- 

A-p  a(A— jî)  ^' 

, /?(i  — A2)       .,kp[\  —  k'i) 

- — ^ —  A  — —  -+-  a 

A_3  a(A— 3>  ^ 


53  — 


Or,  par  les  formules  (i), 


7i  = 


11 


i-?f-2i3,^, 


ou  bien,  en  désignant  par  D  le  dénominateur  commun  de  i'  et 

de  [x', 

,    _  (/.--B)^y, 
^1  —  \\ 


On  a  donc,  pour  déterminer  q' .  l'équation 
7' 


,  /)(l-/.-2)  _,,/,■;,(,  -AV) 


7.-3  '     a(/f  — fi) 

(A-— ^)2|"     />(i  — A-2)        .   kp{\—k'^) 


3  a(A-  — 3)  ' 

ce  qui  donne,  toutes  l'éductions  faites, 

,_  -  (  A-  -  3  )^ cj  +  -i/^C A-  -  jj )(/,  -  jz) 

'^        ■ia(  A;3  —  i)}.  —  2Aa2  j^  _^  I  ^  A-2  +  a2  —  îA-jî' 

On  a  donc  les  formules  suivantes  : 


,  ,_  [(A-2  —  i)a2  —  (A3  —  I  )•-)]).  -r-2x(  A^  — i)(  A;j.  — I) 
~        2  a  (  A  ^i  —  I  )  X  —  2  A  a2  |x  -r- 1  +  A-  -4-  a-  —  2  k  fl 


(4) 


^  ,_  2Aa[(  A3  —  i)X  -^  g]  ^  [(/^  P  —  if'—H<'  -^  i)^'\\^ 
'■'■  ^        2a(  A!3  — i)À  — 2Aa2[x-i-n- A-2-I- a^  — 2/ifi 

—  (A—  p)^gr-H2/?(/c—  p)(/.-  !X) 

'^  ~  2a( A3  —  1  )X  —  2Aa2  a  -^  1  —  A^  -+-  7?  —  2  A^" 


II.  —  Équation  tangentielle  de  l'hypercycle  ;  propriétés  principales 
qui  s'en  déduisent. 

Considérons  trois  semi-droites  P,  P',  D  et  un  cvcle  K.  (Consi- 
dérons une  quatrième  semi-droite  A.  Ap[)elon5  A'  la  conjuguée 
harmonique  de  A,  relativement  à  P,  P';  D'  la  conjuguée  harmo- 
nique de  D,  relativement  à  A,  A'.  Si  Ton  veut  déterminer  A  de 
manière  que  D'  soit  tangente  au  cycle  R,  on  aura  deux  relations 
seulement  entre  les  trois  paramètres  de  A,  à  savoir  la  relation  lon- 
damentale  a^  -4-  ji-  =  1,  et  la  relation  qui  exprime  que  la  distance 
à  D'  du  centre  de  K  est  égale  au  rayon  de  ce  cycle.  Il  \  a  donc 
une  infinité  de  semi-droites  A  jouissant  de  celte  propriété.  L  «n- 
velojipe   de  ces   semi- droites  est    une    courhe    de    direction    que 


—  u  — 

M.  Laguerre,  qui  l'a  étudiée  le  premier,  a  nommée  hypercycle  (  '  ). 
La  relation  qui  exprime  que  D'  touche  le  cycle  K  est  précisément 
l'équation  tangentielle  de  l'hypercycle.  Les  formules  que  nous 
avons  établies  plus  haut  vont  donner  celte  équation  d'une  manière 
presque  immédiate. 

L'hypercjcle  est  défini  par  les  deux  semi- droites  P,  P',  ap- 
pelées fondamentales,  la  semi-droite  D  et  le  cycle  K. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  bissectrice  des  semi-droites  fonda- 
mentales (lieu  des  centres  des  cycles  tangents),  et  pour  axe  des  y 
la  perpendiculaire,  les  sens  positifs  des  axes  étant  définis  comme 
au  problème  L  Soient  les  paramètres  donnés 

P...     v/i  — Z^-,  ^-,  o;         P'...     —  y/i  — A'2,  k,  o; 
D.  .  .     X,   [X,  ^  ;  K.  .  .      a,  b,  r. 

Soit  une  tangente  à  la  courbe  A(a,  [ii,/>).  A'  étant  la  conjuguée 
harmonique  de  A  relativement  à  P,  P',  et  D'  la  conjuguée  harmo- 
nique de  D  relativement  à  A,  A',  si  l'on  désigne  par  )/,  ^m',  c/  les 
paramètres  de  D',  on  doit  avoir 

a\x'  —  bV ^  q'  —  /•  =  o. 

Remplaçons,  dans  cette  relation,  A,  p.',  q'  par  les  valeurs  four- 
nies par  les  formules  (4),  et  nous  aurons  l'équation  tangentielle 
de  l'hypercycle.  On  obtient 

(5)    A  a2  -f-  aKBap  —  2G/J  p  —  2Ba  —  '2KDp  -f-  2 KG/)  +  (i  +  K^)  D  =  o, 

où 


(6) 


k  —  iK{a  -r-  \J. r)  —  i{a[}.  ~  b'k)\\r'  -^  b'k  —  a\x  —  r  -{-  q, 

B  =  K{al  —  b\x)^b  —  lr, 

C  =  K  —  jjL, 

D  =  «  jx  -h  6  X  —  q  —  /'. 


L'équation  que  nous  venons  de  trouver  peut  encore  se  simplifier 
par  un  choix  convenable  d'axes  de  coordonnées.  Nous  conserve- 
rons pour  le  moment  la  forme  précédente,  qui  suffit  à  donner  les 
propriétés  fondamentales  de  l'hypercycle  et  permet  d'établir  la 
théorie  des  cycles  polaires. 

(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  mars  et  avril  i883. 


Théorème  I.  —  Les  tangentes  à  Vhypercycle  se  groupent 
deux  à  deux,  de  manière  à  former  un  système  harmonique 
avec  les  semi-droites  fondamentales . 

Il  est  évident,  en  effet,  que  A,  A'  interviennent  d'une  manière 
symétrique  dans  la  définition  de  la  courbe.  On  peut  d'ailleurs  dé- 
montrer le  théorème  par  le  calcul,  a',  ,3', />'  désignant  les  para- 
mètres de  A',  on  a 

et  l'on  voit  que  l'équation  de  la  courbe  reste  vérifiée,  si  aux  quan- 
tités (/r|3  —  i),  ...  on  substitue  {kfJ —  i),  . . .'. 

Deux  tangentes,  telles  que  A,  A',  sont  dites  tangentes  conju- 
guées. On  peut  construire  géométriquement  autant  de  couples  de 
tangentes  conjuguées  que  l'on  veut.  Cela  résulte  des  remarques 
suivantes. 

Etant  donnés  deux  cycles  C,  C,  désignons  par  a  et  a'  les  points 
où  ils  touchent  une  de  leurs  tangentes  communes;  par  b.  b'  leurs 
points  de  contact  avec  l'autre  tangente  commune;  par  a,  ^  les 
points  milieux  des  segments  aa\  bb' .  Le  cycle  K,  qui  touche  les 
tangentes  communes  aux  points  a,  ,3,  est  appelé  le  cycle  moyen 
des  deux  cvcles  C,  C  On  dit  que  c'est  le  symétrique  du  cycle  C 
relativement  au  cvcle  K. 

Supposons  que  les  cycles  considérés  soient  détermines  par  les 
paramètres  suivants  :  C(«,  b,  /•);  C {a\  b\  r');  K(a",  b",  /•").  Il 
est  évident  que  l'on  a 

,,       a  -\-  a'            ,„       b  -^  b'             „       r  -r-  r' 
a  = >         b  =  j         r  = 


Soient  deux  semi-droites  P,  P'.  Soient  A,  A'  deux  semi-droites 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  premières.  Enfin  soient 
B,  B'  deux  semi-droites  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à 
A,  A'.  Je  dis  que,  si  G  désigne  le  cycle  langent  à  P,  P',  B,  et  (7  le 
cycle  taniient  P,  P',  B',  le  cvcle  moven  de  C  et  de  C  sera  tangent 
à  A  et  A'.  Pour  le  prouver,  il  suffit  de  montrer  que  V,  par  exemple, 
louche  ce  cycle.  Prenons  pour  a\c  des  x  la  bissectrice  d<'  P.  I*  •  et 


la  perpendiculaire  pour  O  >',  comme  nous  Tavons  déjà  fait.  Soient 


P...  y/i  — /i^,  />-,  o;         A...      a,    p,   jd;         B...      X,    [jl,    q. 

P'...      — v/T^^T^i,  /-,   o;         A'...      a',   p', />';        B...      À',   [i.',  q' . 

a',  ^^z»'  s'expriment,  en  fonction  de  a,  3, />,  au  moven  des  for- 
mules (i),  et  )/,  jj.',  q'  au  moyen  des  formules  (4)-  Les  paramètres 
du  cycle  C  sont 


ceux  de  C 


7—7' 


h  = 


o,        /•  = 


h'=o. 


k  —  a'  ' 
kq' 


A"  —  [JL  A  —  ji. 

et  enfin  ceux  de  C" 

2  \  k  —  a         A  —  \y.  I 

Il  suffit  de  démontrer  que  l'on  a  identiquement 

■Jt\k-  IX        k—ix'J  ^P        %  \k  -  XX        k  -  XX  I  ' 


ou  bien 


P-A 


(1 


v) 


-,  +fi  = 


2       \  k  —  a        k 

Or  on  a,  en  désignant  par  D  un  diviseur  commun  de  q'  et  de  a', 

D{k  —  [x')  =  ik%(k'^  —  i)À  —  2A-2a2  ;jl  -+-  k{\  H-  A'^  +  a^  —  ik*^) 

—  2 A- a(  A- ^  —  I )X  —  2  A-a2  —  (/•  [3  —  i)2  ;jL  -^  ( /c^  +  i)  a^  ;ji, 
D(A--ix')  =  (A--p)nA-!Ji). 

De  là,  en  tenant  compte  de  la  dernière  formule  (4), 


k  —  XX 
7 


A-|.       A-p 

9'  '2/> 


^-/'  /      7       _  _ 
2       U  — a        A 


A— 3' 


^j^y^-o, 


c.   Q.   !•■.    D. 


Il  est  dès  lors  évident,  par  analogie,  que  A  et  A'  sont  aussi  tan- 
gentes au  cvcle  moven  des  cvcles  inscrits  dans  P,  R,  B'  et  P',  B,  B'. 


Deux  cycles  nadmettanl  que  deux  tangentes  communes,  on  déduit 
de  là  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Etant  donnés  deux  couples  de  semi-droites 
P,  P',  et  B,  B',  on  construit,  de  la  manière  suivante,  les  deux 
semi-droites  qui  forment  un  système  harmonique  avec  P,  P', 
ainsi  qu'avec  B,  B'.  Construisons  le  cycle  moyen  des  cycles 
inscrits  respectivement  dans  P,  P',  B  et  P,  P',  B',  puis  le  cycle 
moyen  des  cycles  inscrits  respectivement  clans  B,  B',  P  et  B, 
B',  P',  les  tangentes  communes  à  ces  deux  cycles  moyens  seront 
les  semi-droites  cherchées. 

Appliquant  cette  remarque  à  Phypercycle,  on  aura  autant  de 
couples  de  tangentes  conjuguées  qu'on  le  désirera.  Soient,  en 
effet,  P,  P'  les  semi-droites  fondamentales,  D  et  K  la  semi-droite 
et  le  cycle  donnés.  Menons  à  K  une  tangente  arbitraire  D',  puis 
construisons,  comme  il  a  été  expliqué  plus  haut,  les  deux  semi- 
droites  A,  A',  qui  forment  un  système  harmonique  d'une  part 
avec  P,  P',  d'autre  part  avec  D,  D'.  A,  A'  constituent  un  couple 
de  tangentes  conjuguées. 

III.  —  Théorie  des  cycles  polaires. 

Théorème  III.  —  Les  conjuguées  harmoniques  d'une  semi- 
droite  D'  par  rapport  aux  couples  de  tangentes  conjuguées  de 
l'hypercycle  enveloppent  un  cycle  K'. 

Soit  un  hvpercycle  défini  par  les  semi-droites  fondamentales  P, 
P',  la  semi-droite  D  et  le  cycle  K.  Prenons  les  mêmes  axes  que 
précédemment.  Nous  avons  obtenu  plus  haut  l'équation  lan- 
gentielle  de  l'hypercycle.  Considérons  une  autre  semi-droite 
D'()/,  |j/,  q')  et  un  autre  cycle  K.'{a',  b\  /■').  Les  mêmes  semi- 
droites  fondamentales  définissent,  avec  D'  et  K',  un  autre  hyper- 
cycle.  On  aura  son  équation  en  remplaçant  dans  la  précédente  A 
par  V ,  ....  Pour  démontrer  le  théorème,  il  suffit  de  faire  voir 
que,  )/,  |j.',  q'  étant  donnés,  on  peut  déterminer  a',  b',  /•',  de  ma- 
nière que  les  deux  hypercycles  coïncident.  Or,  pour  que  les 
courbes  coïncident,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  des  deux 
équations  soient  proportionnels.  En  identifiant  les  équations,  on 
a  six   équations   df  condition,  cl   il  n'y  a  ([ue  trois  paramèircs  a 


—  :j8  — 

déterminer,  a',  b\  /'.  Tout  se  réduit  donc  à  faire  voir  que  des  six 
équations  de  condition,  trois  sont  les  conséquences  des  trois 
autres. 

En  identifiant,  on  obtient 

2  k{  a' M-  jjl'  /•'  )  —  2  (  a'  \x  -^  h'  V  )  k^  -^  b'  1'  —  a'  [x  —  r' -h  q' 


A 

k{a'l' —b' \i!)-^  b' —V r         k  —  [l         k{a'l'—b'\x')- 

-^Z- 

-)//• 

"                        B                                 G                                  B 

a  \i'  -^  b'V — q' — r'         k  —  ;ji.'        a  \x -^  b'V — q' — /•' 

équations  qui  se  réduisent  aux.  trois  suivantes  : 

1    -j.  k{a'  -^  \j.'  r)  —  2  (  «'  ;/  -l-  b'  V  )  k-  -f-  b'  V  —  a'  u'  —  r  ^  q' 

A 

(") 
'        '        _  k  —  \x    _  a' \x' -i- b' V  —  q' ~  r'  _   k (  a' V  —  b' [x  ) -h  b' —- 1' r' 

^  "G""  ^  ~  lD~  ~  B 

On  peut  donc  considérer  le  théorème  comme  établi  d'une  ma- 
nière générale. 

Le  cycle  K'  a  été  nommé,  par  M.  Laguerre,  le  cycle  polaire 
de  la  semi-droite  D'. 

Deux  questions  se  présentent  tout  de  suite  : 

i"  Toute  semi-droite  a-t-elle  un  cycle  polaire? 

2°  Un  cycle  donné  peut-il  être  considéré  comme  le  cycle  po- 
laire d'une  semi-droite,  et  quelle  est  cette  semi-droite? 

La  discussion  des  équations  (7)   répond  à  ces  deux  questions. 

Théorème  IV.  —  A  toute  semi-droite  non  parallèle  à  une 
semi-droite  fondamentale  correspond  un  cycle  polaire.  Une 
semi-droite  parallèle  à  une  semi-droite  fondamentale  n'a  pas 
de  cycle  polaire.  Enfin,  une  semi-droite  fondamentale  admet 
une  infinité  de  cycles  polaires  qui  sont  tous  tangents  à  Vautre 
semi-droite  fondamentale. 

Les  équations  précédentes,  dans  lesquelles  on  considère  «',  h' , 
)'  conmie  inconnues,  se  mettent  sous  la  forme  suivante  : 

(  C['ik  —  \x\i-^'2.k'-)]a---CV{i~ik'')b'-\-C{ik[x'—\)t'=\(k  —  ix')—Cq\ 
(8)      \  Ck\'a'-T-C{i  —  k[x')b'    —CX'r'  =B(A  — jjl'j, 

Cn'a'-hCl'b'  —Cr'  =D(/  — .a) -^  G*/'. 
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En  calculant  le  déterminant  des  coefficients,  on  obtient,  toutes 
réductions  faites, 

—  2C3(A-— ;jl')3. 

Donc,  si  k  —  ;j.'^  o,  c'est-à-dire  si  la  semi-droite  n'est  pas  pa- 
rallèle à  une  semi-droite  fondamentale,  les  équations  (8)  ont  une 
solution  et  une  seule. 

Supposons  A-  —  <j.' ^  o.  Les  équations  deviennent 

(i  —  ik^-){ka'—Xb'—r')  =  —  q\ 
ka'-r-Vb'  —  r'   =  o, 
ka'-^Vb' — r    ^  q' ■ 

Si  q'^o,  il  n'y  a  pas  de  solution.  Si  rj'=o,  on  n'a  plus 
qu'une  équation 

ka'  -{-  X'6'  —  /"'  =  o. 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  cycles  polaires.  Si  l'on  prend 

ce  qui  revient  à  supposer  que  la  semi-droite  considérée  est  la 
semi-droite  fondamentale  P,  la  condition  précédente  peut  s'é- 
crire 

ka'  —  ( —  /i  —  k^  )b'  —  /■'  =  o, 

et  elle  exprime  que  tous  les  cycles  polaires  sont  tangents  à  P'. 

Les  équations  (8)  donnent  les  paramètres  du  cycle  polaire  d'une 
semi-droite  donnée;  en  les  résolvant  on  obtient  les  formules  sui- 
vantes, qui  sont  fondamentales  pour  l'étude  des  propriétés  des 
cycles  polaires  : 

a  BA-X'  —  (A  —  D  );jl'  —  -xCg—ikli 

iC(k-ii') 
—  (Â  +  D))/— p.BA;jl'+2B 


(9)  '    ^'  = 


2  C  (  /:  —  jx'  ) 
iBX'+  ikPit.'—  aCA-y'— A  — D(i4-2/f^) 
aC(A-  — |Ji') 

Théorîlme  V.  —  Étant  donné  un  cycle  qui  ne  touche  pas  les 
semi-droites  fondamentales,  pour  que  ce  cycle  soit  un  cycle 
polaire,  il  faut  et  il  suffit  que  les  tangentes  menées  à  ce  cycle 
parallèlement  aux  semi-droites  fondamentales  se  coupent  sur 
une  conique  particulière. 
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Celle  conique  a  reçu  le  nom  de  conique  H  (M.  Lagucire). 
Supposons  niainlenanl  que  a',  b\  r'  sonl  donnés,  el  cherchons 
à  calculer  ).',  'x  ,  q  .  Aux  équalions  (7)  il  faul  joindre  l'équalion 

X'2-(-  a'2=  I. 

On  a  ainsi  le  système  suivanl  de  qualre  équations  à  trois  incon- 
nues : 

G6'/'-^(Ca'-^D);jL'—  C<7'=  D  ^CA;'. 
C(A-rt'— /OÀ'^CB  — G/r6')|/=  BA-  —  C6, 
2  G  6'(  I  —  A 2  )  >.'  -^-  f  A  —  D  —  2  G  kik  a!  —  r' )]  a'  =  k (A  -h  D  )  —  2  G  ( Vc a'—  /•'). 

À '2^  a'-'=  I. 

Posons,  pour  abréger, 

ka'  —  /•'  =  kx.         b'  =  r. 

et  remarquons,  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier,  que  le  point  x,  y  est 
le  point  de  rencontre  des  tangentes  au  cycle  donné,  qui  sont  pa- 
rallèles aux  semi-droites  fondamentales.  Les  équations  précé- 
dentes s'écrivent 

:  Cb'A'^{Ca'-+-  D)|ji'—  Cq'=  DA--h  Cr', 

\  Ckxl'^iB  —  Ck)ix'  =  B  A-  —  Gj, 

*      j  2Cii  —  k'-  )rl'  ^  {\  ^  D  —  :iCk'x)-x'  =  k(  \  ^  D  -2GJ'), 

Les  deux  équations  intermédiaires  sont  linéaires  en  A',  jx',  et  ne 
contiennent  pas  q'.  D'ailleurs,  dans  la  première  équation,  le  coef- 
ficient de  q'  est  une  constante  difî'érente  de  o,  C.  Pour  trouver  la 
semi-droite  cherchée,  il  suffit  de  déduire  )/,  [jl' des  deux  équalions 
intermédiaires.  Ces  valeurs  portées  dans  la  première  équation 
donneront^';  si  on  les  porte  dans  la  dernière,  on  aura  une  relation 
en  a\  b\  /',  qui  sera  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
le  cycle  donné  soit  un  cycle  polaire. 

Tout  se  réduit  à  l'étude  des  deux  équalions  en  )>',  |ji.'.  Le  déter- 
minant de  ces  équations  est 

ir  =  G  j  2C  A[(i  —  k'-  )  >-2—  A^r2  J  —  A(  A  ^  D  ):r  —  2B(£  —  k^  )y\. 

Supposant  ce  déterminant  diff'érent  de  o  et  substituant  dans  la 
quatrième  ('-qualion  les  valeurs  de  )/,  ij/,  on  oblicnt 

\Xi-k^)y^-k^x^\\=..K 


—  fil  — 

en  posant 

Le  lieu  des  points  x^  >',  pour  lesquels  le  cvcle  donné  est  un 
cycle  polaire,  se  compose  donc  des  semi-droites  fondamentales  et 
de  l'hyperbole  H,  qui  a  pour  asymptotes  les  semi-droites  fonda- 
mentales. 

Ecartons  pour  le  moment  le  cas  où  jc,  y  serait  sur  une  semi- 
droite  fondamentale,  c'est-à-dire  le  cas  où  le  cycle  donné  touche- 
rait l'une  d'elles.  On  voit  que  si  H'^o,  pour  que  le  cycle  soit 
polaire,  il  faut  et  il  suffit  que  le  point  (x,  j')  se  trouve  sur  l'hyper- 
bole H.  Supposons  H'=3  0.  Les  équations  en  A',  u.'  sont  impos- 
sibles ou  indéterminées. 

Le  numérateur  de  )/  est 

G  =  (i  — /v2)[2BÂ-.r  — (A  +  D)7] 
et  celui  de  p.' 

H"  =  G  j  2  C  |(!  —  /.-^  )j2  —  A-2^2  ]  ^  A-[  /:(  A  -f-  D  )x  —  2  B  (  I  —  /.-2  )r'>-  ]  J . 

Si  le  point  i^x^y^  se  trouve  à  la  fois  sur  les  courbes  H',  G,  H",  il 
y  a  indétermination;  dans  le  cas  contraire,  il  y  a  impossibilité.  Or 

I,,      ■      ■  •  A  +  D  H 

G  coupe  11    a  1  oiiirinc  et  au  point     x  —       ^ ,  .  ,   i  r  =  7^-7  j 

'  '  2  G  A-  ~         L.A 

„      „     .   .  .  A^  D  BA 

G  coupe  II    à  1  origine  et  au  point     x  =  -^ —  >  y  =  — r- • 

Il  n'y  a  donc  indétermination  que  si  le  point  x,  y  est  à  l'origine 
des  coordonnées.  Mais  nous  avons  écarté  ce  cas  en  supposant  que 
le  cycle  donné  ne  touchait  pas  les  semi-droites  fondamentales. 
Dès  lors,  si  H'=  o,  il  n'y  a  pas  de  semi-droite  admettant  le  cycle 
donné  pour  cycle  polaire.  Pour  (jue  le  théorème  soit  démontré,  i\ 
reste  à  prouver  que  H  et  H'  n'ont  pas  de  points  réels  communs 
situés  à  distance  finie.  En  se  reportant  aux  équations  de  ces  co- 
niques, on  voit  que  leurs  points  communs  situés  à  distance  (imc 
se  trouvent  sur  la  droite 

A- (  A  +  D  ).r  —  2  B (  t  —  t^ )y  —  ■>. r, /.•  P  =  o. 
Les  abscisses  des  points  communs  à  cotte  droite  et  ;i  II  .^«'nt  ra- 
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cines  de  l'équalion 


Ckx 


qui  a  ses  racines  imaginaires. 


j'_B2(,_A2)  =  o, 


Théorème  VI.  —  Le  cycle  polaire  d'une  semi-droite  non  pa- 
rallèle à  une  semi-droite  fondamentale  n'est  pas  tangent  à 
une  semi-droite  fondamentale.  Il  y  a  cependant  exception 
pour  les  hypercycles  d'une  nature  particulière,  et  alors  tout 
cycle  polcdre  est  tangent  à  une  semi-droite  fondamentale. 

Soit  Vpi'<7'  une  semi-droite  non  parallèle  à  une  semi-droite  fon- 
damentale; soit  «',  b' ,  r  son  cycle  polaire.  Pour  que  ce  cycle  soit 
tangent  à  la  semi-droite  A",  \U  —  A-,  o,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on 
ait 

/•  a'  —  v/i  —  /-^  //  —  /■'  =  o, 

ou,  en  remplaçant  a' ,  h',  r'  par  leurs  valeurs  déduites  des  for- 
mules (9), 

(a  ^  D  —  2B  /i  — A2)(y/,  _  k-2l'—  A|jl'  +  i)  =  o. 

En  appelant  V  l'angle  de  la  semi-droite  donnée  avec  la  semi- 
droite  \k,  — \/i  —  k-,  o),  cette  relation  peut  s'écrire 

(a  -i-D  — ■2B/1  — /c2)(i  —  cosV)  =  o 

ou 

A  -4-  D  —  2  B  v/i  —  A-ï  =  o, 

car  on  suppose  cosV  ^  i .  Cette  relation  ne  sera  vérifiée  que  pour 
des  hypercycles  d'une  nature  particulière.  Ce  sont  ceux  que 
M.  Laguerre  appelle  hypercycles  cubiques.  Pour  ces  hypercycles 
tous  les  cycles  polaires  sont  tangents  à  la  même  semi-droite  fon- 
damentale. 

En  prenant  l'autre  semi-droite  fondamentale,  on  aurait  la  condi- 
tion 

A  -+-  D  -+-  9.  B  v/i  — A-2  =  o. 

de  sorte  que  les  hypercycles  pour  lesquels  les  cycles  polaires  sont 
tangents  à  une  semi-droite  fondamentale  sont  définis  par  la  re- 
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(A-^D)2— 4B2(i  — A-2)  =  o. 

Théorème  \' II.  —  II  résulte  du  théorème  précédent  que,  pour 
un  liypercycle  qui  ne  vérifie  pas  la  relation  précédente,  tout  cycle 
tangent  à  une  semi-droite  fondamentale  peut  être  considéré 
comme  le  cycle  polaire  de  Vautre  semi-droite  fondamentale. 

Ce  résultat  peut  se   retrouver  analjtiquement.    Soit  le   cvcle 
rt',  6',  /''  tangent  à  la  semi-droite  A,  y/i  —  A'-,  o. 
On  a 

ka' —  V' I  —  ^"^  ^' —  ^'  =  o  ou  kx  =  \/\^^k-y, 

x^i  y  étant  toujours  le  point  de  concours  des  tangentes  au  cycle 
qui  sont  parallèles  aux  semi-droites  fondamentales.  Dans  cette  hy- 
pothèse, les  équations  (lo)  deviennent 

C{a  \L'^b'V—  /•')  — D(a'—  k)  =  Cg', 
Gyi^i  —  k'-l'—  A-[ji'-i- 1)  -^  B([ji'—  k)  =  o, 

1  Cy  \/T^^-  (/i^^^^-  >■'—  /^- :x'  -4-  i)  -f-  (  A  -T-  D )  (  -x'  —  k)  =  o, 
\'-  -^  il'-  =  I . 
On  suppose  que 

A  -^  D  —  2 B  v/i  — A-2  9^  o. 

On  déduit  donc  de  ces  équations 

li.'  —  A-  =  o ,        \/i  —  /'■-  ^''  —  A-  ,a'  -M  =  o 
ou  bien 

|jl'=A-,         X'=  —  \/i — k'. 

La  dernière  est  vérifiée,  et  la  première  donne 

C(ka'—\/'r^'b'-r')  =  Cq'.         rj' ^  o, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  a  supposé  V7±  o.  S'iy  était  nul,  le  cycle  serait  langent  aux 
deux  semi-droites  fondamentales.  Dans  ce  cas  il  est  évident  que  les 
équations  donnent 

li'—k,  l'  =  ±\/\  —  k-i,         q'=o. 

On  peut  considérer  le  cycle  comme  le  cycle  polaire  de  ruiie  («ii  <lc 
Tautrc  des  semi-droites  fondamentales. 
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Si  l'on  résout  les  équations  (lo),  on  oblienl  <Jc>  formules  qui  font 
connaître  les  paramètres  de  la  semi-droite  qui  a  pour  cvcle  po- 
laire le  cycle  donné  «',  6',  /•'  : 

,_  (I  — A-^)[2BA.r  — (A^D)jj '_ 

~  2 /.-  C  [ :  I  —  /.-'-  }y'-  —  A-2 072  )  H-  Â: [(A  -H  D  )a"  —  a  /r(  I  —  A-2  ^y  ]  ' 
1     , _  aC  [  I  —  k'')y'--  —  k'-x^]  ^  /.-[A-(A  ~- D)x  —  2B(i  — /c^)y] 
^"''     j  '''~^jJYk[(i  —  k'-)r^—k''x'-]^k[(A^D)x  —  'j.B(i  —  k'-}yy 
,_  [(i  —  ki  )y'-—k-ix^'][iCx  ^  2(0/-'+  D)(  i  —  A-^)  — (A  ^  D)] 
^  ~      -iCkii  \  —  /-2)  1-2—  ^2^2 ]  _  A[C  A  -^  D  ) j-  —  a B (  I  —  /.-2  )y]     ' 

Dans  ces  formules 

/.  a'  —  /  '  , , 

■r=-j—-,       y  =  b. 

Les  cycles  polaires  possèdent  des  propriétés  analogues  à  celles 
des  pôles  et  des  droites  dans  les  coniques.  Les  formules  (g)  et  (i  i) 
permettent  d'établir  simplement  les  propriétés  mentionnées  par 
M.  Laguerre.  On  voit  par  là  qu'elles  sont  fondamentales  dans  l'é- 
lude des  cycles  polaires. 

Théorèaie  \  IIL  —  Si  A  a  pour  cycle  polaire  FI,  les  cycles  po- 
laires des  tangentes  à  W  sont  tangents  à  A. 

Soient 

A(//,  \x  ,  q  ),      \\(a\  //,  r)     et     A'(À",  fi",  q" )^     n'(rt",  b\  r" ). 

On  suppose  que 


ui"  a'  —  X"  6' 


^7" 


et  il  faut  prouver  que 


•j-'a"  —  \'  1/ -^  q' 


r  =  o. 


/•  =  o. 


On  a 


„    ,        aB/.-À'a"— ^V  — D);ji'|jl'  — aCfl'a"— aA-D;jL' 
M  n  = '- es — ! i_j_ !_ 

2  C  (  A:  —  11'  ) 
_,„,,_  (  A  ^  D  )  )■'  X"  -^  a  B  A-  </  X'  —  a  B  /." 

'       ~  aG(A— ;ji') 

_       .,_  —  aBX'  — 2ADa'-^2CA-y'-^A-f-D(i-f-A-2) 
'  aC(A— jji') 

On  déduit  de  là 

a  G  (k  —  ;jl')(;jl  '  «'—  A"  b'-\-  q'—r')  =  a  B  A(X  '  pi'-i-  a'  X")  —  (A  —  D)  ;ji'  a-r-  (  A  -r-  D)  X'  X" 

—  a  C (^r'  ijL "-f-  ii'q")  —  a  B  (X'-i-  X")  —  a  k  D  (,u'-^  a"  j 
^aCA(<7'-K^'')-f-A~D(r  +  K2). 


—  6o  — 
On  formera  par  analogie 

2C(A-  —  ix'){ii' a"  —  À' 6" H-  g' —  r"). 

L'expression  trouvée  dans  le  second  membre  gardant  la  même 
valeur  lorsqu'on  change  respectivement  )/,  pi',  q'  en  a",  a",  q'\  on 
voit  que  l'on  a 

2C(A-—  [jl')  (ix"a  —  l"b'-+-  q"  —  r')  =  i.C{k  —  \j!')  (ix'a"—  l' b" -h  q'  —  r"), 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Théorème  IX.  —  Toute  tangente  à  Vhypercycle  est  tangente 
à  son  cycle  polaire,  et  il  n'y  a  pas  d'' autres  semi-droites  c^ui 
possèdent  la  même  propriété. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  semi-droite 
()/,  ia',  q')  soit  tangente  à  son  cvcle  polaire  [a',  b' ,  r')  est 

\x' a'  —  h' b' -}-  q  —  /'  =  o. 

Si  l'on  remplace  a',  6',  r'  par  les  valeurs  que  donnent  les  for- 
mules (9),  on  obtient,  toutes  réductions  faites, 

AX'2+  aBA-X'-ji'—  2G[jl'^'—  2BX'— 2AD[j^'-^2CA-^'+  D(i  +  A2)  =  o. 

C'est  là  la  condition  pour  que  la  semi-droite  soit  tangente  à  l'hy- 
percycle. 

Une  conséquence  importante  de  ce  théorème  est  que  l'hvper- 
cycle  est  complètement  déterminé  quand  on  se  donne  deux  couples 
de  tangentes  conjuguées  (A,  A'),  (B,  B')  et  une  cinquième  tan- 
gente T.  Si  l'on  construit,  en  effet,  les  deux  semi-droites  qui  sont 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  (A,  A')  et  aussi  par  rapport 
à  (B,  B'),  on  aura  les  semi-droites  fondamentales  (P,  P').  Si  Ton 
prend  maintenant  la  conjuguée  harmonique  de  T  relativement  à 
(A,  A'),  soit  T,,  puis  la  conjuguée  harmonique  de  T  relativement 
à  (B,  B'),  soit  T2,  le  cycle  tangent  aux  trois  semi-droites  T,  T,,  T^. 
sera  le  cycle  polaire  de  T.  On  connaît  ainsi  les  semi-droites  fon- 
damentales et  le  cycle  polaire  d'une  semi-droite  donnée  :  la  courbe 
est  donc  déterminée. 

Théorème  X.  —  Les  semi-droites  dont  les  cycles  polaires  ont 
un  rayon  donné  enveloppent  un  cycle. 

En  effet,  les  paramètres  de  la  semi-droite  doivent  vérifier  la  re- 
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r  =  \\ 


ou 


2BÀ'— 2AD;jl'— 2GA(7'— A  — D(i  -f-A2)  =  %C{k—  .x'jR. 

relation  qui  expi'ime  que  la  semi-droite  est  tangente  au  cycle  qui 
a  pour  paramètres 

D        R         B         A-H  D(i  -^  aA--^) 


R. 


Corollaire.  —  Les  semi-droites  dont  les  cycles  polaires  se 
réduisent  à  un  point  enveloppent  un  cycle. 

Théorème  XI.  —  Le  lieu  des  cycles  polaires  de  rayon  nul 
est  la  conic[ue  H. 

On  obtiendra  l'équation  du'  lieu  en  éliminant  )/,  ;j.',  (['  entre 
l'équation 

et  les  équations  (9)  dans  lesquelles  on  fait 

/•' =  o,         a' =  T,         b'^=-y. 

Le  calcul  donne  elTectivement  H  =  o. 

Théorème  XII.  —  Si  une  semi-droite  se  déplace  parallèle- 
ment à  elle-même,  le  cycle  polaire  demeure  tangent  à  deux 
semi-droites  fixes  parallèles  aux  semi-droites  fondamentales. 

Soit  (/»•,  \l i  —  A-,  m)  une  parallèle  à  P.  Il  suffit  de  montrer 
que  Ton  peut  déterminer  m  de  manière  que  la  relation 


Aa'— y/i  — A2è'-f- 


»?  —  /•  =  o 


soit  vérifiée  pour  toute  valeur  de  q' ^  lorsque  )/  et  jjl'  restent  fixes. 
Or  on  a 

,     ,       2BA-2À'  — (  A  —  DlAa  —  2CA7'—  2A2D 

ka  —  : — — ; 2 

2  C  (  A  —  IX  ) 

_    ,_  —  2BÀ'— 2AD;x'-^  ^Ckq'  -r-  k^D(\  —  ik"-) 
"  2G(A— jj.') 

Donc  k' a' — /'   est  indépendant   de    cf' .    Comme   il  en   est    de 
même  de  b\  le  théorème  est  démontré. 
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Théorème  XIII.  —  Si  une  semi-droite  roule  sui-  un  cyclf,  le 
lieu  du  centre  de  son  cyele  polaire  est  une  conique. 

Supposons  que  la  semi-droite  (V,  [ji',  q')  roule  sur  le  cycle 
{a",  6",  /•").  Le  lieu  du  centre  du  cycle  polaire  s'obtient  en  élimi- 
nant X',  [i.',  q  entre  les  équations 

a" [).' —  6" À' -4-  cj' —  /■"=  o, 

2C(A-—  [x')a7  — 2BA-X'-i-(A  —  D);x'-i-2/:C^'-i-2D  =  o, 

2C(A  — [jL')7  +  (A-f-  D)X'-h2BA;i.'— 2B  =  0, 

ou  bien  A',  jj.'  entre  les  équations 

(A  +  D)À'-^  2(BA-  —  Gj);j.'=  2(B  —  Cky), 
2(G6"— BA-)À'-4- (A  —  D  —  aCa"— 2C:r)|x'  =  — 9.(AD -4- G/"-i- CA-x), 

À'2  _i_   |j|.'2  _  I  , 

L'équation  du  lieu  est 

[(A  +  D)(A  —  D  — 2Ga"— 2G^)-4(G6"— BA-)(B/>.-  — C7)]2 
_[_2(A  ^  D)(A-D  ^- Gr"^- G/rar)  —  4(G6"— BA-)(B  —  G/.-j)]2 
_[_  4(BA-  —  Gj)(A-D  -^  Cr"-l-  GA-:r)  —  sfB  —  Cky)(k  —  D  —  -^Ga"—  2G^)]2  =  o 

Le  dernier  crochet  contient  seul  des  termes  du  second  degré, 
et  il  est  évident  que  ces  termes  se  détruisent. 

On  sait  que  M.  Laguerre  a,  le  premier,  donné  la  délinilion  et 
les  propriétés  de  l'hypercycle.  Nous  nous  sommes  proposé,  dans 
ces  quelques  pages,  d'indiquer  une  méthode  analytique  qui  per- 
mette de  démontrer,  d'une  manière  régulière,  les  théorèmes  énon- 
cés par  M.  Laguerre  [Coniptes  rendus  des  séances  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences,  20  et  27  mars,  10  et  24  avril  icSSa). 
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Note  sur  le  cono'ide  de   Pliicker:  par  M.    II.    Picquf.t. 
(Séance  du  \  novembre  i88.5.) 

1.  Si  Ton  étudie  les  condilions  de  possibilité  dune  surface 
réglée  du  troisième  degré,  il  est  aisé  de  voir  qu'une  pareille  sur- 
face contient,  en  outre  de  ses  génératrices  rectilignes,  deux  direc- 
trices de  même  espèce,  dont  Tune  est  double  ('). 

Tout  plan  passant  par  la  directrice  double  coupe  en  outre  la  sur- 
face suivant  une  génératrice;  et  tout  plan  passant  par  la  directrice 
simple  la  coupe  encore  suivant  deux  génératrices  qui  se  rencontrent 
sur  la  droite  double. 

Tout  plan  passant  par  une  génératrice  coupe  en  outre  la  sur- 
face suivant  une  conique,  qui  rencontre  la  génératrice  en  deux 
points,  dont  l'un  est  sur  la  droite  double,  tandis  que  l'autre  est  le 
point  où  le  plan  est  tangent. 

A  chaque  génératrice  de  la  surface  correspond  ainsi  un  système 
de  coniques.  Deux  coniques  d'un  même  système  se  coupent  en  un 
point  de  la  droite  double;  deux  coniques  de  systèmes  différents 
se  coupent  en  un  point. 

Par  un  point  de  la  surface  qui  n'est  pas  sur  la  droite  double,  il 
passe  une  génératrice  et  une  infinité  de  coniques  situées  dans  les 
plans  passant  par  ce  point  et  les  diverses  génératrices. 

Une  conique  quelconque  de  la  surface  rencontre  toutes  les  gé- 
nératrices, dift'érenles  de  la  génératrice  G  qui  définit  son  système, 
en  un  point;  elle  rencontre  la  droite  double  en  celui  de  ses  deux 
points  communs  avec  G,  où  son  [dan  n'est  pas  tangent;  elle  ne 
rencontre  pas  la  directrice  simple. 

Il  suit  de  là  que  les  cônes,  ayant  pour  sommet  un  même  point  a 
de  la  droite  double  et  pour  bases  les  diverses  coniques  de  la  sur- 
face, ont  deux  génératrices  communes  :  ce  sont  les  deux  généra- 


(')  Relalivemenl  aux  surfaces  réglées  algébriques  de  degré  quelconque,  voir  le 
Chapitre  de  la  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions ,  de  Salmon,  intitulé 
Buled  sur/aces.  En  ce  qui  concerne  les  surfaces  réglées  du  troisième  degré,  voir, 
dans  le  même  Ouvrage,  le  commencement  du  Chapitre  consacré  aux  surfaces  du 
troisième  degré. 
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trices  de  la  surface  issues  de  a,  puisque  ces  droites  rencontrent 
toutes  les  coniques  de  la  surface. 

Ces  deuN^  droites  rencontrent  la  directrice  simple;  de  sorte  qu'on 
peut  dire  encore  que  tout  plan  passant  par  la  directrice  simple 
coupe  ces  cônes  suivant  des  coniques  ayant  cette  droite  yjour 
corde  commune. 

Réciproquement,  on  voit  immédiatement  que  la  surface  réglée, 
dont  deux  directrices  A  et  B  sont  rectilignes,  et  dont  la  troisième 
directrice  C  est  une  conique  rencontrant  la  droite  A  en  un  point, 
est  du  troisième  degré,  et  jouit,  par  conséquent,  de  toutes  les  pro- 
priétés précédentes,  relativement  à  la  droite  A,  considérée  comme 
directrice  double  et  à  la  droite  B,  prise  pour  directrice  simple. 

2.  Si  Ton  suppose  que  la  droite  B  soit  à  Tinfîni  et  définisse,  par 
conséquent,  une  direction  de  plans  que  nous  supposerons  horizon- 
taux, si  l'on  suppose  en  outre  la  directrice  A  verticale,  et  si  l'on 
prend  pour  conique  C  une  conique  dont  la  projection  horizontale 
soit  un  cercle,  on  a  le  conoïde  de  Plucker  ('). 

On  voit  alors  que  les  traces  horizontales  de  tous  les  cônes, 
ayant  pour  sommet  un  même  point  de  la  droite  A  et  pour  bases 
respectives  les  diverses  coniques  de  la  surface,  sont  des  co- 
niques homotliétuiues. 


C)  Cette  surface  joue,  comme  on  sait,  un  rôle  fort  important  dans  la  théorie 
du  déplacement  d'une  figure  invariable  dans  l'espace.  Elle  a  été  étudiée,  pour  la 
première  fois,  par  Plucker  {Neue  Géométrie  des  liaumes,  p.  97),  qui  a  prouvé 
qu'elle  est  le  lieu  des  axes  des  complexes  linéaii-es,  dont  fait  |)arlie  une  congruencc 
linéaire.  C'est  là  le  lien  qui  la  rattache  au  déplacement  dune  (igure  invarial)lc, 
puisque  l'étude  de  ce  dernier  se  ramène  à  celle  du  complexe  linéaire  des  nor- 
males aux  trajectoires  des  points  entraînés.  Au  lieu  d'un  déplacement  défini,  si 
l'on  suppose  un  déplacement  assujetti  à  quatre  conditions  (  dans  le(|uel  les  points  dé- 
crivent des  surfaces  trajectoires),  il  donne  lieu  à  une  infinité  de  déplacements  définis, 
et  l'on  a  alors  une  congruence  forniée  par  les  normales  aux  surfaces  trajectoires 
des  points  entraînés.  Le  lieu  des  axes  de  tous  ces  déplacements  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  le  lieu  des  droites,  qui,  à  partir  de  leurs  positions  primili\es,  n'en- 
gendrent pas  de  pinceaux,  mais  des  éléments  de  surfaces  réglées  ipii  se  raccordcnl, 
doit  donc  être  un  conoïde  de  Plucker.  C'est  ce  qu'a  démontré  .M.  Mannlieim.  par 
d'élégantes  considérations  se  rattachant  directement  au  déplacement  (Cours  de 
Géométrie  descriptive  de  l'École  Polytechnique,  p.  Vl'^)-  F  o'/- également,  du 
môme'Auteur,  des  Communications  à  l'Académie  des  .Sciences  (  0  nnvcml.re  1S71  et 
3  février  i88.5).  Enfin  celte  surface  a  aussi  été  étudiée  par  MM.  l.ind.inann  (  Unlli. 

Ann..  t.  Vit.  p.  Vi),  Cayley  et  H. -S.  H.ill:  par  ces  dcniieis.  son-  le  n le  ci///) 

droide. 
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En  parliciilier,  les  projections  Jiorizontales  de  toutes  les  co- 
niques de  la  surface  sont  des  cercles. 

Suivant  le  procédé  usuel,  on  volt  que  la  surface  est  du  troi- 
sième degré;  car  le  paraboloïde  défini  par  la  droite  D,  dont  on 
cherche  les  points  d'intersection  avec  le  conoïde,  par  la  direc- 
trice verticale  A,  et  avant  pour  plan  directeur  le  plan  horizontal, 
rencontre  la  conique  C  en  trois  points  en  dehors  de  A.;  les  géné- 
ratrices horizontales  de  ce  paraboloïde,  passant  par  ces  trois  points, 
rencontrent  D  en  ses  points  d'intersection  avec  le  conoïde. 

3.  Parmi  toutes  les  directions  de  plans  parallèles  à  la  direc- 
trice A,  choisissons  celle  du  plan  vertical  de  projection  parallèle 
au  petit  axe  de  l'ellipse  C,  c'est-à-dire  aux  horizontales  du  plan 
de  cette  conique.  Elle  se  projette  alors  horizontalement,  suivant 
un  cercle  O  passant  par  le  pied  c  de  la  directi'ice  A  et  dont  le  dia- 
mètre de  front  ab  est  la  projection  horizontale  du  petit  axe.  Soit 
a'b'  sa  projection  verticale;  le  plan  de  la  courbe  est  alors  défini 
par  cette  droite  («6,  a'b')  et  par  l'angle  a  qu'il  fait  avec  le  plan 
vertical. 

On  aura  aisément  en  c'd'  la  projection  verticale  de  la  généra- 
trice de  la  surface  dont  la  projection  horizontale  est  cd.  Il  suffira 
de  mener  par  le  point  «a?,  où  la  projection  horizontale  donnée  coupe 
le  cercle  O,  la  droite  de  front  di,  de  prendre  gh  =  gi,  et  de  re- 
lever le  point  h  en  h'  sur  le  rabattement  autour  de  A  de  la  droite 
d'intersection  du  plan  profd  A  avec  le  plan  de  la  conique. 

Soit  (ni.  m')  un  point  de  cette  génératrice;  cherchons  le  plan 
tangent  en  ce  point.  Il  y  a  plusieurs  méthodes  : 

1°  Au  moven  de  la  tangente  en  (m,  m')  à  la  conique,  suivant 
laquelle  le  plan  tangent  cherché  achève  de  couper  la  surface.  On 
veri'a  tout  à  l'heure  le  moven  de  construire  cette  tangente  sans 
tracer  le  cercle,  projection  horizontale  de  celte  conique. 

2°  Au  moyen  d'un  paraboloïde  de  raccordement  ayant  pour 
plans  directeurs  le  plan  horizontal  et  le  plan  vertical,  déterminé 
par  la  génératrice  {cd,  c'd'i),  s'appuvant  sur  A  et  sur  la  droite  de 
front  du  plan  tangent  en  (r/,  d').  La  tangente  (dt,  d' t')  de  l'ellipse 
en  ce  point  y  détermine  le  plan  tangent,  et  la  direction  t'j'  des 
droites  de  front  de  ce  plan  s'obtient  en  coupant  par  un  plan  de 
front,    tel   que    //.    Menant   jjar  le  point  d'  une  parallèle   à   cette 
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direclion,  on  obtient  en  e'  le  point  de  concours  des  projections 
verticales  des  génératrices  de  front  du  paraboloïde,  et  la  droite 
(me,  mV)  achève  de  déterminer  le  plan  tangent  en  (m,  m'). 

3°  Au  point  c'  de  A,  il  y  a  deux  plans  tangents,  qui  sont  les 
deux  plans  verticaux  cd,  ck,  projetant  horizontalement  les  deux 
génératrices  de  la  surface  issues  de  c' .  Conséquemment,  tout 
plan  passant  par  ce  point  coupe  le  conoïde  suivant  une  courbe 
ayant  un  point  double  en  c',  dont  les  deux  tangentes  sont  les  traces 
du  plan  sur  ces  deux  plans  verticaux.  En  particulier,  le  plan  tan- 
gent en  (m,  m'),  qui  renferme  la  génératrice  {cm,  c' m'),  coupe, 
en  outre,  le  conoïde  suivant  une  conique  passant  au  point  {ce'), 
et  tangente  en  ce  point  au  plan  vertical  cl:.  D'oii  il  suit  que  : 

Tout  plan  passant  par  une  génératrice  du  conoïde  le  coupe 
en  outre  suivant  une  conique  dont  la  projection  horizontale  est 
un  cercle  tancent  en  c  à  une  droite  fixe. 

La  conique  relative  au  plan  tangent  en  (/;«,  m')  aiu'a  donc  pour 
projection  horizontale  un  cercle  Oi  passant  par  le  point  m,  par  le 
point  c,  et  tangent  en  c  à  ck.  Son  centre  est,  par  suite,  sur  la  per- 
pendiculaire à  cA',  qui  est  la  droite  joignant  le  point  c  au  point  / 
diamétralement  opposé  à  k  dans  le  cercle  O,  ou  encore  symétrique 
de  cl  par  rapport  au  diamètre  de  front  ab.  Un  [)oinl  quelconque  de 
cette  conique,  dansl'espace,  achèvera  de  détcrminerlc  plan  langent. 
Cherchons,  par  exemple,  le  point  sur  la  génératrice  de  contour 
apparent,  dont  la  projection  horizontale  en  s'obtient  en  joignant 
le  point  c  au  ]ioint  n  du  cercle  O,  pour  lequel  la  tangente  est 
de  front;  la  solution  est  immédiate,  et  il  n'est  pas  besoin,  pour 
trouver  ce  point,  de  construire  le  cercle  O,.  II  sulTil  d'clc\cr  au 
milieu  de  cm  une  perpendiculaire  sur  cm,  qui  détermine  sur  en 
le  point  f  cherché;  ce  point,  relevé  en  /'  sur  la  génératrice  de 
contour  apparent,  achève  de  déterminer  le  plan  tangent.  Pour  le 

prouver,  remarquons  que  l'angle  inscrit  Icn,  qui  a  pour  inesuie 
la  moitié  de  l'arc   In,  est  égal  à  l'angle  c/0,.  En  eflet,  cet  angle, 

étant  complémentaire  de  l'angle  mcn,  a  pour  mesure  une  drnii- 
circonférence,  diminuée  de  l'arc  nd  on  de  son  égal  nk,  c'est-à-diro 
l'arc  In  :  il  suit  de  là  que,  dans  le  triangle  O,  cf,  on  a  O,  c  --=  O,  /, 
et  que,  par  suite,  le  point/,  déterminé  comme  précédemment,  esl 


sur  le  cercle  O,.  Le  théorème  énoncé  plus  haut  prouve,  en  outre, 
que  la  tangente  en  m  au  cercle  O,  lait,  avec  la  génératrice  me,  un 

angle  égal  à  l'angle  mck^  et  donne  le  plan  tangent,  par  le  premier 
procédé,  sans  construire  ce  cercle.  Au  fond,  les  deux  méthodes 
diffèrent  peu,  puisque  la  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  cm  dé- 
termine, par  son  point  dintersection  avec  cA",  un  point  de  la  tan- 
gente en  m;  mais  on  va  voir  que  la  dernière  est  importante  par 
ses  conséquences  et  ses  applications. 

On  peut  remarquer  que  /"/?z  ==/c;  il  en  résulte  que  le  lieu  des 
points  de  contact  des  plans  tangents,  menés  par  un  point  /  de  la 
génératrice  singulière,  se  projette  suivant  un  cercle  qui  passe  en  c; 
et  que,  par  conséquent,  le  lieu  de  l'espace  est  une  conique  de  la 
surface.  Tous  les  cercles  analogues  sont  tangents  en  c  à  la  pro- 
jection horizontale  cq  de  la  seconde  génératrice  de  contour  appa- 
rent et  sont  alors  les  projections  horizontales  de  coniques  de  la 
surface,  situées  dans  des  plans  passant  par  cette  génératrice.  Ainsi 
on  a  cette  propriété  :  * 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents,  menés  au 
conoïde  de  Plûcker  par  un  point  d' une  des  deux  génératrices 
de  contour  apparent,  est  une  conique  de  la  surface,  située 
dans  un  plan  passant  par  l'autre. 

Il  était  clair,  a  priori,  que  ce  lieu  devait  être  une  conique; 
pour  un  point  quelconque  de  l'espace,  c'est  en  effet  lintersection 
du  conoïde  avec  la  surface  polaire  de  ce  point,  laquelle,  étant  du 
deuxième  degré,  le  coupe  suivant  une  courbe  qui  se  réduit  au  qua- 
trième degré,  parce  que  la  surface  polaire  renferme  la  directrice 
double  A.  Pour  un  point  d'une  génératrice  de  contour  apparent, 
la  quartique  renferme  deux  fois  cette  génératrice  et,  par  suite,  se 
réduit  à  une  conique.  Le  théorème  précédent  prouve  que  le  plan 
de  cette  conique  passe  par  l'autre  génératrice  de  contour  apparent 
et  donne  le  moven  de  la  construire. 

Remarque.  —  Les  droites  telles  que  {mr,  m' r')^  pour  les  dif- 
férents points  de  la  génératrice  (cd,  c'd'),  sont,  en  chaque  point 
de  cette  droite,  la  seconde  asymptote  de  l'indicatrice,  puisqu'elles 
sont  tangentes,  pour  chaque  point,  à  la  courbe  d'intersection  de 
la  surface  par  son  plan  tangent.  Elles  engendrent  donc  le  parabo- 
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loïde  osculateur  le  long  de  la  génératrice,  dont  le  second  plan  di- 
recteur est  dès  lors  un  plan  vertical,  parallèle  à  mr.  On  peut  donc 
dire  cpie  : 

Le  second  plan  directeur  du  paraboloïde  osculateur  le  lona 
d' une  génératrice  G  au  conoïde  de  Plucker  est  un  plan  per- 
pendiculaire au  plan  directeur  du  conoïde  et  symétrique  par 
rapport  à  G  du  plan  projetant  horizontalement  la  génératrice 
située  dans  le  même  plan  horizontal  que  G. 

4.  Le  dernier  procédé  qui  vient  d'être  indiqué  pour  construire 
le  plan  tangent  fournit  une  méthode  simple  pour  la  recherche  de 
la  ligne  d'ombre.  On  a  vu,  en  effet,  que  fm  =^fc\  si  donc  (/?,  p') 
est  le  point  d'intersection  avec  la  génératrice  de  contour  apparent, 
qui  se  projette  suivant  en  du  plan  passant  par  le  point  lumineux 
(L,  L')  et  la  génératrice  {cd^  c' d'),  on  aura  la  projection  horizon- 
tale du  point  où  ce  plan  est  tangent  en  décrivant  du  point  p 
comme  centre  avec  pc  comme  rayon  un  cercle  qui  coupera  cd  en 
un  second  point  p,  qui  est  le  point  cherché.  Pour  trouver  (/),  /?'), 
on  mènera  par  (L,  L')  une  droite  qui  rencontre  (ce/,  c'd'),  par 
exemple  la  droite  de  front  (L5,  L'i'),  et  ces  deux  droites  détermi- 
neront le  plan  dont  on  cherche  le  point  de  contact.  Le  plan  ver- 
tical en  coupera  la  première  au  point  [u,  u'),  la  seconde  au  point 
(c,  c'),  de  sorte  que  la  droite  c' u'  coupe  la  projection  verticale  de 
la  génératrice  de  contour  apparent  en  un  point  p  ,  qui  est  le  point 
demandé  et  qui  se  projette  horizontalement  en  p.  On  obtient  ainsi 
un  point  quelconque  [v,  v')  de  la  ligne  d'ombre;  la  tangente  en  ce 
point  se  trouve  aisément  :  en  projection  horizontale,  c'est  la  con- 
juguée harmonique  de  la  droite  vL  par  rapport  aux  projections 
des  asymptotes  de  l'indicatrice  en  (r,  c'),  qui  sont  la  génératrice  rc 
et  la  parallèle  à  mr,  menée  par  t-;  comme  elle  est  située  dans  le 
plan  tangent  en  c,  on  en  conclut  sa  projection  verticale  au  moyeu 
du  point  (cT,  x'),  où  elle  rencontre  [l^u,  U  u'). 

On  a  vu  plus  haut  que  la  courbe  d'ombre  est  une  quartiquc  :  la 
construction  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  prouve  qu  ellt; 
rencontre  la  directrice  A  en  trois  points,  deux  sur  les  génératrices 
de  contour  apparent,  le  troisième  sur  la  génératrice  dont  la  pro- 
jection horizontale  est  cL;  c'est  donc  la  quartiquc  unicursale.  ;i 
trois  points  doubles  apparents,  car  l'autre  quart  irpic  gauche  na  pa^ 


de  sécante  triple.  La  projection  horizontale  est  alors  une  quartiqiie 
dont  c  est  un  point  triple,  pour  lequel  les  trois  tangentes  sont  c/?, 
cq  et  cL.  Si  l'on  suppose  les  génératrices  du  conoïde  indéfinies 
vers  la  droite  de  l'épure  et  limitées  à  la  courbe  d'ombre,  tout  le 
plan  horizontal ,  à  droite  de  la  génératrice  de  bout  ce,  est  recouvert 
parla  surface,  sauf  les  parties  cyc,  es,  w  à  l'intérieur  de  la  courbe 
d'ombre;  tout  le  plan  horizontal  à  gauche  est  vu,  sauf  les  parties 
cve,  CZ.2W,  à  l'intérieur  de  la  ligne  d'ombre. 

Le  plan  central,  pour  une  génératrice  quelconque,  est  le  plan 
qui  la  projette  horizontalement;  il  touche  la  surface  sur  la  direc- 
trice A.  Le  plan  langent  à  l'infini  est  donc  le  plan  horizontal  de 
cette  génératrice.  Les  points  à  l'infini  de  la  ligne  d'ombre  sont 
alors  les  deux  points  à  l'infini  sur  les  génératrices  situées  dans  le 
plan  horizontal  du  point  lumineux,  points  imaginaires  dans  l'épure, 
et  les  points  où  elle  rencontre  les  deux  génératrices  à  l'infini  de  la 
surface,  génératrices  imaginaires  puisque  la  conique  directrice  est 
une  ellipse.  Celle-ci  se  projetant  suivant  un  cercle,  on  en  conclut 
aisément  que  la  projeclion  horizontale  de  la  ligne  d'ombre  passe 
par  les  points  cycliques  ;  c'est  alors  une  quartique  circulaire  à  poiitt 
triple.  Ses  deux  autres  points  à  l'infini  sont  réels  ou  imaginaires, 
suivant  la  position  du  point  lumineux;  ils  sont  sur  les  projections 
horizontales  des  génératrices  situées  dans  le  plan  horizontal  de  ce 
point.  Gomme  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface,  la  ligne 
d'ombre  est  vue  tout  entière  en  projection  horizontale  ;  les  parties 
pointillées  des  deux  cercles  O  et  O)  ne  sont  pas  des  parties  cachées, 
mais  des  parties  qui  n'existent  pas,  si  on  limite,  comme  il  a  été 
dit  plus  haut,  la  surface  à  la  ligne  d'ombre. 

La  projection  verticale  de  la  ligne  d'ombre  est  une  quartique 
unicursale  tangente  aux  deux  génératrices  de  contour  apparent  en 
leur  point  d'intersection  avec  la  directrice  A;  ses  deux  autres  points 
sur  cette  droite  sont  l'un  sur  la  génératrice  projetée  horizontale- 
ment en  Le,  où  la  ligne  d'ombre  l'cncontre  effectivement  la  direc- 
trice, l'autre  en  w\  projection  verticale  du  point  où  la  ligne  d'ombre 
rencontre  la  génératrice  de  bout  civ. 

C'est  une  quartique  unicursale  dont  le  tracé  révèle  un  point 
double  réel;  on  doit  alors  s'attendre  à  en  trouver  deux  autres 
imaginaires.  Cherchons  pour  cela  ses  points  à  l'infini  :  d'eux 
d'entre  eux  sont  les  j)rojcclions  verticales  des  points  <\c  la  courije 
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d'ombre  sur  les  génératrices  à  Tinfini  du  coiioïde;  le  plan  vertical 
de  projection  étant  quelconque  parmi  tous  les  plans  verticaux  (car 
il  y  a  toujours  sur  la  surface  des  coniques  dont  les  plans  ont  leurs 
horizontales  parallèles  à  un  plan  vertical  donné),  il  n'y  a  pas  de  rai- 
son pour  que  la  direction  limite  de  la  droite,  qui  joint  les  deux 
points  à  distance  finie  de  la  courbe  d'ombre  dans  un  plan  horizontal , 
lorsque  ce  plan  s'éloigne  indéfiniment,  soit  perpendiculaire  au  plan 
vertical  de  projection;  dès  lors,  ces  deux,  points  sont  des  points 
simples  de  la  courbe  d'ombre.  11  n'en  est  pas  de  même  des  points 
à  l'infini  sur  les  génératrices  situées  dans  le  plan  horizontal  du 
point  lumineux.  Si  l'on  déplace  ce  point  de  façon  qu'elles  soient 
réelles,  on  voit  facilement  que,  suivant  que  l'on  coupe  la  surface 
par  un  plan  horizontal  nn  peu  supérieur  ou  un  peu  inférieur  au 
plan  horizontal  du  point  lumineux,  on  obtient  sur  la  courbe  d'ombre 
un  point  très  éloigné,  mais  dans  des  sens  différents,  sur  chacune  des 
deux  génératrices  d'intersection.  La  ligne  d'ombre  a  donc,  à  l'infini, 
un  point  double  particulier,  qui  est  le  Selbstberiihruiigspanlct 
des  Allemands,  et  que  l'on  peut  appeler  poiïit  à' autocontact.  11  ne 
peut  pas  y  en  avoir  un  troisième;  car  une  conique  qui  passerait 
par  les  deux  premiers,  qui  serait  tangente  au  point  d'autocontact 
à  la  tangente  d'autocontact  et  qui  passerait  en  outre  par  un  point 
arbitraire  de  la  courbe,  la  couperait  en  neuf  points;  par  suite,  la 
courbe  se  décomposerait.  On  a  là  un  curieux  exemple  de  quar- 
tique  unicursale  n'ayant  que  deux  points  doubles;  il  est  aisé  de 
vérifier  qu'elle  est  unicursale;  car,  si,  par  un  point  simple  de  la 
courbe  et  par  le  point  double  ordinaire,  on  fait  passer  une  conique 
qui  lui  soit  tangente  au  point  d'autocontact,  on  connaît  tous  les 
points  d'intersection,  sauf  un,  lequel  s'exprimera  rationnellement 
en  fonction  du  paramètre  restant  dans  l'équation  de  la  conique. 

Nota.  —  Dans  cette  étude,  il  n'a  pas  été  question  des  arcs  utiles 
ou  virtuels  de  la  ligne  d'ombre.  On  sait  que  les  extrémités  de  ces 
arcs  s'obtiendraient  en  menant  du  point  L  des  tangentes  à  la  pro- 
jection horizontale  de  la  courbe;  en  ces  points,  elle  se  raccorde 
avec  la  courbe  d'ombre  portée,  lieu  du  troisième  point  d'intersec- 
tion du  rayon  lumineux  avec  la  surface,  et  dont  les  arcs  utiles 
doivent  être  substitués  aux  arcs  virtuels  de  la  ligne  d'ombre. 


Sur  les  délerminants  cVordre  infini;  par  M.  H.   Poikcaré. 

(Séance  du  i-  février  1886.) 

J'ai  eu  l'occasion,  à  propos  d'une  élégante  méthode  de  calcul 
employée  par  M.  Appell,  de  m'occuper  de  la  théorie  d'un  système 
d'équations  linéaires,  lorsque  le  nombre  des  équations  et  celui  des 
inconnues  sont  infinis  (^Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France,  t.  XIII,  p.  19). 

La  lecture  d'un  Mémoire  fort  important  de  M.  Hill  sur  le  mou- 
vement du  périgée  de  la  Lune  a  attiré  de  nouveau  mon  attention 
sur  cette  question  (O/i  the  part  of  the  motion  of  the  lunar  pé- 
rigée which  is  a  fonction  of  the  mean  motions  of  the  Sun  and 
Moon;  Cambridge,  Wilson,  1877.) 

Le  problème  que  j'avais  d'abord  étudié  est  le  suivant  : 

Considérons  une  suite  indéfinie  de  quantités  données 

ai,     «2?      ••■)     ^«5      •••  (lima,j=oc,  «  =  x) 

et  une  suite  indéfinie  de  quantités  inconnues 

Aj,     A2,      .  .  . ,     A,j,      .  .  . , 

Il  s'agit  de  déterminer  ces  quantités  A,  de  telle  sorte  que  les 
séries 

^kiiCi'ii  (p  =  i,  1,  . ..,  adinf.) 

soient  absolument  convergentes  et  aient  pour  somme  zéro. 

J'ai  dit  dans  la  Note  citée  que  la  résolution  des  équations  li- 
néaires 

(1)  ^Xna',l  =  o 

était  plutôt  une  question  d'inégalité  qu'une  question  d'égalité.  Ce 
passage  a  dû  paraître  obscur  à  plus  d'un  lecteur.  Je  suis  mainte- 
nant en  mesure  de  préciser  davantage  ma  pensée. 
Soient 

Ai=B,,        A2=B2,         ...,        A„=B„, 

mu!  solution   particulière  des  équations  (1).  iLcrivons   la   solution 
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générale  de  ces  équations  sous  la  forme 

on  trouvera,  sinon  les  valeurs  les  plus  générales  des  quantités  /i, 
au  moins  des  valeurs  assez  générales,  de  la  façon  suivante  : 
Soient 

X,,    Xo,     ...,    X;.,     ... 

une  suite  indéfinie  de  quantités. 

Posons 

vin    ^/M  _  c 

et  supposons  que  les  quantités  1  aient  été  choisies  de  telle  sorte 
que  la  série 

soit  absolument  convergente.  Alors,  quel   que  soit  l'entier  posi- 
tif ^,  la  série  à  double  entrée 

ZlpBnaP^''  (rt,  p  =  i,2,  ...,  ad  inf.) 

converge  aussi  absolument;  or  elle  s'écrit 

SX^(ZB„ar/); 

clic  a  donc  pour  somme  o,  puisque  l'on  a  par  hypothèse 

SB„ar/=.o. 
Si  donc  on  pose 

ha=  I.l,ja',l  (p  =1,  2,  ...,  y.), 

on  aura 

Z(A„B„)a;{  =  o 

pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  q. 
Donc,  si  l'on  fait 

Ai=A,Bi,         A2=A2B2.         ...,         A„=/t„B„.         ..., 

on  aura  une  solution  particulière  des  équations  (i). 

La  série  Sa^«,'^  convergeant  absolument  ])our  toutes  les  valeurs 
de  a,i,  la  fonction 

I.lj,Xp=  G{x) 

est  une  loncliun  entière 
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Donc,  pour  que 

Ai=/iiBi,         A2=/i2B2,         •••,        A,j= /i„B„         ... 

soient  une  solution  des  équations  (i),  il  suffit  que  l'on  puisse  trou- 
ver une  fonction  entière 

I.lpXP=  G{x), 

telle  que 

G(a„)  =  h,i 

et  que  la  série 

S  \lpSj,\ 

converge. 

Nous  pouvons  toujours,   d'après  le  théorème  de  Weierslrass, 
construire  une  fonction  entière  F(^)  qui  s'annule  pour 

ce  =  ai,         ;r  =  «2,         •••>         X  —  a„,         ... 

et  n'ait  pas  d'autre  zéro. 

.  Nous  pouvons  de  même,  d'après  le  théorème  de  Mittag-Leffler, 
construire  une  fonction  méromorphe  R(^)  qui  ait  pour  infinis 
simples 

a;  =  ai,        x  =  a^,         ..-,        x  =  an,         •••, 

avec  les  résidus  respectifs 

Ai  //2  A« 


F'(ai)'     F'(a2j'      *"'     F'(a„; 

et  n'ayant  pas  d'autres  infinis. 

Cette  fonction  'R(x)  sera  de  la  forme  suivante 

R(a7)  =  Al  Ri(x)-+'  h2l\,{x)-h...-^  hnl\n(:r)-h...; 

R„(j;)  sera  une  fonction  méromorphe  de  x,  indépendante  des  Ii 

et  admettant  l'infini  unique  x  =  r/,^  avec  le  résidu  p,         • 

Quand  je  dis  que  R«(x)  est  indépendant  des  //,  cela  ne  doit 
pas  s'entendre  d'une  manière  absolue.  Le  théorème  de  MiHag- 
Leffler  nous  enseigne  la  manière  de  former  les  fonctions  R„,  (piand 
les  hn  sont  donnés  de  façon  que  la  série  S/i«R//  converge.  Il  est 
clair  que  la  série  SA„R«  peut  converger  pour  certaines  valeurs 
des  h  et  diverger  pour  d'autres  valeurs  :  en  ce  sens  on  peut  du-e 
que  les  fonctions  R„  dépendent  des  /i. 

Mais  supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  trouvé  une  suite  di-  loue- 
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lions  V\,i,  telle  que  la  série 

S  X  «  R„ 

converge  absolument.  Alors  la  série 
convergera  aussi  absolument,  pourvu  qu'on  ait 

(2)  \h„\<\kn\. 

Ainsi,  pourvu  que  les  h  satisfassent  aux  inégalités  (2),  les  \\„ 
seront  indépendants  des  h. 
Posons  maintenant 

G{x)  =  F{x)  R{x),         G„(^)  =  F(^)  Rn{^), 


on  aura 
et 

Soit 
on  aura 


G{x)  =  ZhnG,i{x) 
G{a„)  =  hn- 

Gn{x)^'Zl„pXl\  G{x)=^lpXp, 

Kp  =  /t|  hxp  -h  h-j_  Âop  -i-  .  .  .-r-hn  ^^np  -r-  •  •  • 


Si  M/i  est  le  plus  grand  module  que  puisse  prendre  la  fonction 
Grt(j:)  à  l'intérieur  d'un  certain  cercle  C,  il  résulte  de  la  manière 
dont  les  fonctions  G,,  ont  été  formées  que 

Z\haMa\ 

converge;  par  conséquent  la  série 

— '  fin  '^np-^'^ 

convergera  absolument  pour  toutes  les  valeurs  de  jc  intérieures  au 
cercle  C  ou,  puisque  ce  cercle  est  quelconque,  dans  toute  l'éten- 
due du  plan. 

Cela  posé,  je  dis  qu'il  est  impossible  que  la  série 

— '  r^np  ^p 

converge  absolument;  car,  si  elle  était  convergente,  on  pourrait 
faire 

(3)  hi=  h2=z.  .  .=  hn-i  =  h„+i=.  .  .=  o.         h,i  =  i, 


I 
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et  alors  la  l'onclion  G,i(x)  satisferait  aux  conditions  imposées  à  la 
fonction  G{x),  à  savoir  que  G(a,i)  =  h,i,  et  qu'en  remplaçant 
dans  la  série  qui  représente  G{x),  xP  par  S^,,  cette  série  reste 
absolument  convergente.  Il  en  résulterait  que  les  valeurs  (3)  desA 
satisferaient  aux  équations  (i),  ce  qui  donnerait 

B„  =  o, 

ce  que  nous  ne  supposerons  pas. 

Il  faut  donc  que  H  |  A,//)Sy,  |  diverge  el,  par  conséquenl,  il  est  im- 
possible que  le  rapport 

reste  constamment  inférieur  à  une  limite  donnée. 
Posons  maintenant 

G(;r)==F(.r)H(.r)-^  h^  Q^xix)^  1l,Ç,-i{x)^  . .  .^  h„G„{x)^.... 

H  (.a?)  étant  une  l'onction  entière  quelconque.  La  fonction  entière 
G(x)  satisfera  à  la  première  condition  que  nous  nous  sommes  im- 
posée, à  savoir  que 

G(rt„)  =  A„. 

Il  reste  à  savoir  si  elle  satisfait  à  la  seconde.  Posons 

F(.r)n(x)  =  po  —  pi-r  —  p-î-r.,  —...--  p,,xl>  +  . .  . , 
G(  .r)  =  Xn-H  li-r-^  l^X-i  -- .  .  . -H  l,,,rl'  -h.  .    ; 


À/,  =  Pf,-^  Ai  ^1/;-^  AoÀ.>/;M-.  .  .--  Il, l'util'-'-  ■  ■  ■■ 
Nous  voulons  que  la  série 

converge  absolumenl;  soicnl 

[Al.     1^2,      V-r-      ■■■ 

une  suile  de  (pianlil(''s.  Icllc  rpic  la  série 

converge  absolumenl.  Si  !  (ui  a 

>•/'  I  ■  -  I  l^f  I  ' 
la  série  ï/./,S/,  coinci-gera  égaicmeiil.    \iii-i.  si  les  //  salisloiil    aux 


\i\ . 
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inégalilés  (2)  et  (\c  plus  aux  inégalilés  suivantes 

I  p/,-H  I./l„A,i,j  )  <  I  [-1/,  |. 

ces  quanlités  satisferont  aux  équations  (i). 

Pour  revenir  aux  quantités  A,  si  l'on  a  à  la   ("ois  les  inégalités 


(4) 


^V(  I  <  !  /'«B,,  |. 


r>  Il 


les  A„  satisCeronl  aux  équations 

(i)  ZA„rT^  =  o. 

Wn?,\  ces  égalités  en  nombre  infini  peuvent  être  remplacées  par 
des  inégalités  en  nombre  infini. 

On  peut  remarquer  que  dans  les  inégalilés  (4)  entrent  un  grand 
nombre  de  quantités  qui  peuvent  être  choisies  arbitrairement  dans 
une  certaine  mesure.  Les  k,,  sont  seulement  assujettis  à  la  condi- 
tion que  la  série 

^|A-„ivi„| 

converge;  les  y-p  à  la  condition  <jue  la  série 

converge. 

Quant  aux  p,,  ils  sont  arbitraires  dans  une  large  mesure,  car  ils 
sont  les  coefficients  du  développement  de  ¥[x)\\[x)^  H(a') étant 
une  fonction  entière  quelconque. 

Les  équations  (i)  ne  suffisent  pas  en  général  pour  déterminer 
complètement  les  rapports  des  quantités  A„.  Mais,  ainsi  que  nous 
l'avons  vu  par  l'exemple  même  traité  par  M.  Appell,  il  peut  arri- 
ver que  ces  rapports  soient  entièrement  détei'minés  par  ces  équa- 
tions (1),  jointes  à  la  condition  qu'une  certaine  série 

■^  I  A    N    I 

soit  convergente. 

Or  cette  dernière  condition  peut  être  remplacée  par  une  infi- 
nité d'inégalités  (4  bis).  Donc  les  rapports  des  quantités  A„  seront 
entièrement  déterminés  par  les  inégalilés  (4)  et  (4  bis)  qui  sont 
en  nombre  infini. 


8;i 


(Considérons  maintenant  un  Tableau  à  double  entrée,  indéfini 

«/M  


(.^) 


I  «21        «.-il       «il 

«12  I  «32       «i2 

«13        «23  I  «43 


Dans  ce  Tableau  les  termes  de  la  diagonale  principale  sont  tous 
égaux  à  I . 

Soit  1,1  le  déterminant  formé  en  prenant  les  n  premières  lignes 
et  les  n  premières  colonnes  du  Tableau  (5).  Je  dirai  que  le  Ta- 
bleau (5)  est  un  déterminant  d'ordre  infini  et  que  ce  déterminant 
converge  si  A„  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  A  quand 
n  croît  indéfiniment. 

Pour  nous  rendre  compte  des  conditions  de  convergence  d'un 
déterminant,  appuyons-nous  sur  le  mode  suivant  de  génération, 
qui  n'est  autre  que  celui  qui  est  connu  sous  le  nom  de  cfe/s  al- 
iH'-briqucH. 

Soit  à  développer  le  déterminant 


«1/ 

«2, 


Développons  le  produit 

puis  alTectons  chacun  des  termes  du  produit  développé,  suivant  les 
cas,  de  l'un  des  coefficients  H- i ,  — i  ou  o;  nous  obtiendrons 
ainsi  D. 

Il  est  ais<'  d'en  (b'duirc  l'inégalité  suivante;  formons  le  jiroduit 

il  =  n,,(i:„|«,,„i), 
on  aura 


(«) 


D 


II. 


Supposons  maintenant  qu'on  rcnq)lace  dans  le  délcrMiinanl  D 
un  certain  nombre  d'f'déments  par  zc'mo,  le  déterminant  D  devien- 
dra D'  et  II  devK'udr;!  M':  un   cerlain   n(iinl)rc  de   lerine'^    >  .innuir- 


(8) 


—  Si   - 

ronl  dans  le  développement  de   11.  et  Jes  lei-mes  correspondants 
s'annuleront  aussi  dans  le  développement  de  D.  On  aura  alors 

(7)  |D-D'|<n-n'. 

Telles  sont  les  deux  inégalités  très  simples  qui  vont  nous  servir  de 
point  de  départ. 

Pour  que  le  délenuinant  A  d'ordre  infini  converge,  il  suffit  que 
le  produit  n  correspondant,  qui  s'écrit 

(    (l—  I  «21  I  -^  I  «31  1  -f--.--^  I  ««1   I  -4-...)(l-^|  «12  I  -1-  I  «32  I  -i-.--H-  I  ««   I  -H. 
(    (H-I«13i  -^-1  «23  1  -^■■■)---, 

converge  lui-même  ou,  d'après  un  théorème  bien  connu,  que  la 
série 

|«21  I  -+-  l«3l|-^  l«il  I  -^•..-+-|««l|  -H...-h  |«12|  -^|«32l^---+  i«13l+--- 

converge  elle-même. 

En  effet,  soient  A«  et  ^/i+p  les  déterminants  obtenus  en  prenant 
dans  le  Tableau  (5)  les /i  premières,  puis  les  ii -{- p  premières 
lignes  et  colonnes.  Soient  H,,  et  ^n+p  les  valeurs  correspondantes 
du  produit  II  défini  plus  haut. 

Comme  dans  le  Tableau  (5)  les  termes  de  la  diagonale  princi- 
pale sont  égaux  à  i ,  on  passera  de  A„^y,  à  A„  en  annulant  un  cer- 
tain nombre  des  éléments  de  ce  déterminant  A,,^^,  :  on  aura  donc 

lA„^^-A„!<n„^^-n„. 

Mais,  si  le  produit  (8)  converge,  le  second  membre  de  cette  iné- 
galité tend  vers  zéro  quand  n  et  p  croissent  indéfiniment.  Il  en 
est  donc  de  même  du  premier  membre,  ce  qui  prouve  que  A,j  tend 
vers  une  limite  finie  et  déterminée.  c.    q.   f.    d. 

Donc,  pour  que  le  déterminant  A  converge,  il  suffit  que  la  série 
obtenue  en  prenant  dans  ce  déterminant  tous  les  éléments  qui 
n'appartiennent  pas  à  la  diagonale  principale  converge  absolu- 
ment. 

Je  vais  faire  voir  maintenant  que  le  déterminant  converge  abso- 
lument, c'est-à-dire  qu'on  peut  modifier  l'ordre  des  colonnes  ou 
des  lignes  sans  changer  la  valeur  limite  du  déterminant. 

Soient  en  effet  deux  Tableaux  analogues  à  (5)  et  ne  différant 
que  par  l'ordre  des  colonnes  et  des  lignes.  Je  supposerai  toutefois 
que,  dans  l'un  comme  dans  l'auti'c  Tableau,  les  éléments  égaux  à  i 


—  8d  — 

occupent  la  diagonale  principale.  Soit  A„  le  déterminant  obtenu 
en  prenant  les  n  premières  lignes  et  colonnes  du  premier  Tableau. 
Soit  A'  le  déterminant  olitenu  en  prenant  les  p  premières  lignes 
et  colonnes  du  second  Tableau ,  p  étant  assez  grand  pour  que  tous 
les  éléments  de  A,,  se  retrouvent  dans  A'  Soient  n„  et  II'  les  pro- 
duits n  correspondant  à  A/^  et  A'  On  passera  de  A^  à  A^  en  an- 
nulant dans  A'   un  certain  nombre  d'éléments.  Je  puis  donc  écrire 

|A;,-A„i<ij;,-n,,. 

IMais  le  produit  (8)  étant  absolument  convergent,  on  aura 

limllp  =  limll„  {n.p  =  y^). 


On  aura  donc  aussi 


lini  A'  =  liin  A„  c.   Q.   F.   D. 


Imaginons  maintenant  que  le  Tableau  (5)  soit  indéfini  dans  les 
deux  sens,  de  sorte  que  les  colonnes  et  les  lignes  soient  numéro- 
tées depuis  —  GO  jusqu'à  +  x. 

Le  terme  qui  appartiendra  à  la  fois  à  la  ligne  numérotée  n  et  à 
la  colonne  numérotée  p  s'appellera  cinp-  D'ailleurs  n  et  p  pourront 
prendre  toutes  les  valeurs  entières  positives  ou  négatives,  y  compris 
la  valeur  zéro. 

Nous  appellerons  A„  le  déterminant  formé  en  prenant  les 
an  +  I  lignes  numérotées,  —  n,  —  «-hi,  —  /i+2,  ...,  —  i,  o, 
1 ,  2,  . . . ,  /«  —  I,  n  et  les  2/1  -h  I  colonnes  portant  les  mêmes  nu- 
méros. Le  déterminant  d'ordre  infini  convergera  si  A,i  tend  vers 
une  limite  finie  et  déterminée. 

Nous  supposerons  toujours  que  les  termes  de  la  diagonale  prin- 
cipale sont  égaux  à  i,  c'est-à-dire  que  «„„=  i. 

Alors,  en  raisonnant  tout  à  fait  comme  plus  haut,  on  trouverait 
<[ue  le  déterminant  converge  absolument  pourvu  que  la  série 

2  I  a,,/,  1      (n^'p;   n,p  variant  do  — a;  à  -l-x) 

soit  convergente. 

Supposons  maintenant  que  dans  notre  Tableau  à  double  entrée, 
c'est-à-dire  d'après  la  définition  qui  précède,  dans  notre  détermi- 
nant d'ordre  infini,  on  remplace  tous  les  éléments  d'une  certaine 
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ligne  par  une  suite  de  (juanlilés 

qui  soient  toutes  plus  petites  en  valeur  absolue  qu'un  certain 
nombre  positif  A'.  Je  dis  que  le  déterminant  restera  convergent  si 
la  série 

converge. 

En  effet,  prenons,  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  .i/i  -+-  i  lignes 
et  2/î  +  i  colonnes  dans  le  Tableau  à  double  entrée,  de  façon  à 
former  le  déterminant  A„.  Supposons  que  l'on  fasse  la  somme  des 
valeurs  absolues  des  éléments  de  chaque  ligne,  en  exceptant  la 
ligne  dont  les  éléments  ont  été  remplacés  par  des  quantités  x. 
Faisons  ensuite  le  produit  n„  des  li/i  sommes  ainsi  obtenues.  Un 
terme  quelconque  du  déterminant  A^  sera  un  terme  du  produit  fl,, 
multiplié  par  une  des  quantités  x  ou  par  cette  quantité  changée 
de  signe.  Donc,  d'après  l'hypothèse 

\xi\<  A 
on  devra  avoir 

I  A„  I  <  A  II,,. 

Si  l'on  annule  quelques-uns  des  éléments  de  A„  ce  détermi- 
nant devient  A^,  et  le  produit  n„  devient  11^^.  Quelques-uns  des 
termes  du  produit  U,i  s'annulent  et  les  termes  correspondants 
de  Art  s'annulent  également.  On  a  donc 

|A'„-A„i</.(ii„-ii;,). 

Observons  maintenant  que,  pour  passer  du  déterminant  ^n+p 
au  déterminant  A„,  il  suffît  d'y  annuler  certains  éléments;  nous 
trouverons 

I \n+,.  —  A„  |<  A-( n„+/,  —  n„ ) 

et  nous  en  déduirons,  comme  précédemment,  que  A„  tend  vers 
une  limite  finie  et  déterminée,  pourvu  qu'il  en  soit  ainsi  de  !!„, 
et  c'est  précisément  ce  qui  arrive  quand  la  série 

S  I  n„f,  !  ( n^p) 

converge. 

.l'arrixe   inainicnani    au    cas    parliculicf   traité    par  M.   llill.    (a- 
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savant  astronome  envisage  l'équation  suivante 

'9)  177^-^^"^  =  "' 

oîi  (')  est  une  série  de  Ja  forme  suivante 

H  =  By  —  -2  01  COS<  -i-  ibi  COSlt  +  203  C0S3/  -H.  .  ., 

ce  qu'on  peut  écrire 

0  =  2^0  «e""', 

en  supposant  que  i  =  \/ —  i,  que  /t  varie  de  — x  à  +  x  et  que 
0„  =  +  B_„.  Alors  la  théorie  des  équations  linéaires  nous  apprend 
que  l'équation  (9)  admet  une  intégrale  de  la  forme  suivante 

(10)  (1^  =  S6„e"'+'"'', 

n  variant  de  —  ce  à  -f-  30  et  les  b,i  et  c  étant  des  constantes  conve- 
nablement choisies.  Elle  admettra  en  outre  l'intégrale 

(b'^^  étant  Timaginaire  conjuguée  de  ù„)  et  clic  n'en  aura  pas 
d'autre. 

Les  quantités  bn  et  c  seront  déterminées  par  deux  conditions  : 

1"  Que  la  série  (10)  soit  convergente; 

2"   Que  les  équations  linéaires 

/  n  varie  rlc  —  ce  à  -t-  x\ 
^     '  I         '     '       ^  \  ,1  varie  de  —  x  a  -^  :c/ 

en  nombre  infini  soient  satisfaites. 

M.  Hill  a  traité  ces  équations  d'après  les  règles  ordinaires  du 
calcul.  Bien  que  cette  hardiesse  ait  été  justifiée  par  le  succès, 
puisqu'il  est  arrivé  ainsi  au  nombre  même  donné  par  Tobservation 
(niulatis  inulandis)^  il  ne  sera  peut-être  pas  iiors  de  propos  de 
démontrer  analvtiquement  la  légitimité  de  sa  mélhcKh-. 

J-iC  déterminant  d'ordre  infini  aucpicl  conduisent  les  équa- 
tions (11)  est  défini  comme  il  suit;  en  conservant  >i  ((,ip  '<'  nièmc 
sens  que  plus  haut, 

^/in  =  00  —  (  /f  "  cy^  et  a,,,,  ~  0,,-/,  (  n  '  p  ». 

Pour  ramener  ce  déterminant  à  la  forme  étudiée  plus  haut,  c'est- 
à-dire  pour  faire  en  sorte  que  les  éléments  de  la  diagonale  princi- 
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j)ale  soient   lous   rgauv  à    i,   uous  diviserons   la   /i"""^  ligne  par 
Wy —  ( n  -j-  c)-,  ce  qui  donnera 

On  obtiendra  ainsi  le  déterminant  que  M.  Hill  a  appelé  D(<^)- 

Je  dis   qu'il  est  convergent,  pour  cela  il  suffit  en  effet  que  la 
série 

yl ^n^ > 

converge.  Or  cette  série  est  le  produit  de  deux  autres,  à  savoir  de 

-  I  0„  I         (/i^o,  n  variant  de  — a;  à  -i-x) 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  de 

iZ\B„\  («-f-i,   2,    ..    ,   ail  inf.) 

et  de 


^1  eo_(/i-K-c)2| 

Cette  dernière  série  est  manifestement  convergente  et  il  en  est  de 
même  de  la  première  dans  le  cas  particulier  envisagé  par  M.  Hill. 
Donc  le  déterminant  □(c)  converge  absolument. 

Ce  premier  point  établi,  on  en  déduira  sans  peine  les  propriétés 
de  ce  déterminant,  telles  qu'elles  ont  été  énoncées  par  M.  Hill. 
Supposons  donc  qu'on  ait  déterminé  c,  de  telle  sorte  que 

■       -  II!(C)=:0. 

Remplaçons  dans  le  déterminant  0(0)  les  éléments  d'une  ligne 
quelconque  par  des  indéterminées  x.  Prenons,  par  exemple,  la 
ligne  numérotée  zéro  et  remplaçons-y 

e„  H„ 


00  —  c-  00  —  c-^ 

respectivement  par 

....      X—n,       .  .  .  j      .^oj       ■  ■  •  1      -^ ni       •  •  ■  • 

D'après  ce  qui  précède,  le  déterminant  ainsi  obtenu  convergera 
encore,  pourvu  que  les  quantités  x  soient  toutes  plus  petites  en 
\alcur  absolue  (pi'un  nombre  donné  /.".  La  \a1eur  limite  de  ce  d(''- 
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terminant  d'ordre  infini  sera  évidemment  une  fonction  linéaire  des 
quantités  x  et  pourra  s'écrire 

...-4-  A_„:r_„-f-...-+- Aoa7„4- AiJ-i-^. .  .-i- A^a-^-t- 

On  obtiendra  d'ailleurs  évidemment  A„,  par  exemple  en  don- 
nant à  Xn  la  valeur  i  et  aux  autres  x  la  valeur  zéro. 

Je  dis  que  les  quantités  A,j  ainsi  définies  satisfont  aux  équa- 
tions (il).  En  effet,  faisons  en  particulier,  pour  une  valeur  quel- 
conque de  /?, 

Le  déterminant  ainsi  obtenu  sera  absolument  convergent,  car 
la  série 

e,,-,, 


2 


devant  converger,  les  quantités 


)o  -i-  (  rt 


auront  une  valeur  absolue  limitée.  De  plus,  ce  déterminant  a  pour 
somme  zéro,  car  il  a  deux  lignes  identiques  (pourvu  que  n^o).  Il 
est  encore  nul  si  n  =  o,  car  il  se  réduit  alors  à  Cl(c),  qui  par  hy- 
pothèse est  nul.  On  a  donc 

I.XpXp  =  o 
ou 

ou  enfin 

(II)  XA/,0„_/,-f- A,j(/i4- c)2  =  o  (n^  =  p). 

• 

Les  équations  (11)  admettent  évidemment  une  iulinllc'-  de  solu- 
tions; mais  nous  savons  d'avance  qu'un  seul  système  de  solutions 
peut  donner  une  série 

:^A/,e'/'-*-^''« 

qui   soit   convergente,   car  l'équation  (9)  n'a  que  deux  intégrales. 
Il  reste  donc  à  établir  que  la  série  i] Ape'/'+'' '^  converge. 
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Or  on  obliendra  celle  série  en  faisant 

dans  le  délerminanl  défini  plus  haiil.  Or  le  modide  de  Xp  est  égal 
à  I  et  est  par  conséquent  limité. 

Donc  le  déterminant  restera  convergent.  c.  q.  f.  d. 

,Je  crois  qu'après  les  explications  qui  précèdent,  la  belle  mé- 
thode de  M.  Hill  ne  peut  plus  donner  prise  à  aucune  objection. 


Sur  l'érj  lia  lion  du  quatrième  degré  et  les  fonctions 
elliptiques  ;  par  M.   A.-E.   Pellet. 

(Séance  du   17  mars  1886.) 

1 .  Lorsque  les  racines  d'une  équation  de  degré  pair  9^ m  peuvent 
se  partager  en  m  groupes  de  deux  racines  satisfaisant  à  une  rela- 
tion de  la  forme 

(i)  ax\X-î-^  bixi-{- x-î) -^  c  =^  o, 

les  racines  de  chaque  groupe  étant  inégales,  on  peut  ramener  l'é- 
quation à  élre  réciproque  ou  à  ne  contenir  que  les  puissances 
paires  de  l'inconnue  par  une  substitution  linéaire.  Nous  considé- 
rerons les  deux  cas,  a  différent  de  o  et  a  nul. 

Premier  cas  :  a^o.  —  L'équation  devient  réciproque  en  po- 
sant X  =  y.z-  -]-  p  et  paire  en  posant  jc  =  a  — ^  -j-  [^,  a  étanl  égal 

à 7  3  à 5   et  0   une  quantité  indéterminée,   différente 

de  o. 

Second  cas  :  a^o.  —   L'équation   devient   paire   en    posant 

X  =z  y.y j^  et  réciproque  en  posant  x  =:  a  -^-^ r7'  ^  étant 

une  (|uanlilé  indéterminée. 

!2.  Lorsqu'une  équation  du  quatrième  degré  n"a  pas  de  racines 
égales,  on  peut  former  de  trois  manières  «lifférentes  deux  grou|)es 
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de  deux  racines;  à  chaque  manière  correspond  une  relation  de  la 
forme  (i),  et,  par  conséquent,  on  peut  amener  l'équation  à  être 
paire  ou  réciproque  de  trois  manières  dillérentes.  Soit  léquation 

ou,  en  posant  X  =  .r  —  P, 

Cherchons  à  rendre  cette  équation  réciproque  par  la  substitu- 
tion j;  =  a:;  +  ^ ;  on  obtient  les  équations 

[6/'(  ?)?-/(?)[/'"(  3  )P  =  o,  a2=  ^^. 

La  première  développée  devient 

en  suj)posant  /■  différent  de  o;  puis  on  a 

D'après  sa  formation,  féqualion  '^(^3)^0  admet  comme  ra- 
cine toute  racine  multiple  de  l'équation  f{x)=^  o,  avec  le  même 
degré  de  multiplicité,  et  réciproquement. 

Supposons  réels  les  coefficients  de  l'équation y"(j:)  =  o.  Il  en  est 
de  même  des  coefficients  de  l'équation  'sp(^)  =  o.  Désignons  par 
^o>  ^^ij  ,^2  ses  trois  racines;  on  a 

par  conséquent,  lorsque  les  trois  racines  de  l'équation  en  [j  sont 
réelles,  les  valeurs  de  a-  correspondant  à  la  plus  grande  et  à  la  j>lus 
petite  sont  positives;  si  l'équation  en  ,3  n'a  qu'une  racine  réelle, 
la  valeur  correspondante  de  a-  est  positive. 

Effectuons  la  substitution  .r  =  a  "^         +  .3'  '^^  i^^  ^  élanl  réels. 

j  —  0  '  ' 

ce  qui  est  toujours  possible  d'après  ce  qui  précède;  et  soit 
l'équation  à  laquelle  on  arrive.  J^es  autres   Iransl'ormalion^  p<iiir 
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oblenir  une  équation  paire  seront  données  par  la  formule 


y 


-  y/  A  ^  -  5  ' 


c 

donc,  lorsque  les  racines  de  l'équation  en  ^  sont  réelles,  -^  est  po- 
sitif, par  suite  les  racines  de  l'équation  f(x')^o  sont  toutes  réelles 
ou  toutes  imaginaires;  lorsqu'une  seule  des  trois  valeurs  de  [i  est 

réelle,  ^  est  négatif;  l'équation /(^)  =  o  a  deux  racines  réelles  et 
deux  racines  imaginaires  conjuguées. 

3.   Ainsi  les  intégrales  elliptiques  peuvent  se  ramener  par  une 
transformation  linéaire  à  la  forme 


/• 


F(  cr)  dx 


y/A  x*  ^^X- 


où  F(jr)  est  une  fonction  rationnelle.  Si  F(j;)  est  une  fonction 
impaire,  c'est-à-dire  égale  à  xf{x-),f{x-)  étant  une  fonction 
rationnelle,  on  voit,  en  prenant  x-  pour  variable,  que  l'intégrale 
précédente  se  ramène  à  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle.  Si 
F(x)  n'est  pas  une  fonction  impaire,  eifectuons  la  substitution 

X  =  i/  V '>  d  vient 

V   A  j  -  0 

^Y{x)Z\i -^  dy 


i 


v/AV-^B>2-f-G' 

et,  siFli/j  -^"^^  ]  est  une  fonction  impaire,  cette  dernière  se 

ramène  à  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle;  pour  cela,  il  faut 
que  l'on  ait 

et,  dans  le  cas  où  F(x')  est  une  fonction  paire  ¥(x-), 

ce  qui  renferme  un  ré>ultat  de  M.  Hermite  {Joiininl  de  M.  Rcsal: 
année  i88o). 
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dx 


/dx 
—  et 
v/(i  — ^2^(1  — A-2j;2) 

I       7'  ~i~  I 

effectuons  la  substitution  x  ^  -pz ;  on  a 

y/A-  y  —  ' 

r d^ ^     r —  3  dy 


(7^-U- 


Posons 
il  vient 

et 

(i- 


'  '^  _  _  /■"        _!_  2l 

v2     ~  '  /  '     -,.-2 


(  H-  /i  )"^  '  /i'  J'-  H-  I 

x(\-\-  k) 
I  —  A.r^ 

'   J       ^^i  —  x-^){\  —  k-ix'-)      J„     \/[^~u^)(\  —  k•■^u'') 


et  Ton  est  conduit  ainsi  naturellement  à  réclielle  des  modules  de 
Lagrange  (Bertr-Vah,  Calcul  intégral,  n"'  650  et  suiv.  ;  6o9). 


Sur  certaines  suites  de  fractions  irréductibles  ; 
par  M.   Maurice  d'Ocagise. 

(Séance  du  ~  avril  i886.) 

Soit 

I  a\     a-î     a^  ^  \ 

\f}i'  bi'  ù/  '  tj,n  '         / 

une  suite  de  fractions  proprement  dites,  irréductibles,  rangées  par 
ordre  de  grandeur  croissante,  et  telles  que,  pour  toute  valeur  de 
riiidice  ni,  on  ail 

y.  étant  un  entier  positif,  nul  ou  négatif,  N  un  entier  posilil'.  Aoiis 
supposons  d'ailleurs  que  ~  est  la  plus  pelite  des  fractions  satis- 
faisant à  la  condition  requise. 

Nous  repiésenlerons  une  Iclle  stiile  par  la  notation  îii(  a.  N),  cl 
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nous  dirons  que  a  esL  la  caidcUrisliqde  et  î\  la  base  de  la  snih; 
considérée.  Lorsque  la  caractéristique  est  nulle,  on  retombe  sur 
les  suites  dites  de  Farev,  étudiées  par  Cauchy  {Bulletin  des 
Sciences,  1816),  et  ]M.  Stouvenel  [Journal  de  Liouville,  t.  V, 
1840). 

M.  Halphen,  dans  une  remarquable  étude  sur  ce  sujet  {Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France,  187-),  a  fait  connaître 
une  classe  étendue  de  suites  de  nombres  commensurables  jouis- 
sant de  la  propriété  démontrée  par  Caucliv  pour  les  suites  de 
Farev,  à  savoir  que  le  numérateur  de  la  différence  de  deux 
fractions  consécutii'es  est  égal  à  V  unité,  doù  l'on  déduit  que 


(I) 


bn,  ^/H-1   +    b, 


En  particulier,  les  suites  5,  ci-dessus  définies,  jouissent  de  celte 
propriété.  Nous  avons  déduit  de  là.  au  sujet  de  ces  suites  5,  un 
certain  nombre  de  remarques  dont  nous  allons  énoncer  les  prin- 
cipales (  '  ). 

La  propriété  (i)  permet  d'abord  de  trouver  la  loi  d'enchaînement 
des  termes  successifs  de  la  suite  !!n(  a,  N).  Cette  loi  est  contenue 
dans  les  formules  suivantes  : 

(I ^  ^  \ .  c/j  =  I  : 

/y,  =  >  —  a.  /7o=\  — X  — r. 


!),„  =  \b, 


~       \      b,n-i-^  '^n„,-i      )'■ 


E(.r)  représentant,  suivant  l'usage,  la  partie  entière  de  la  quan- 
tité X.  IMais  j'ai  remarqué  que  la  connaissance  d'une  suite  de 
caractéristique  nulle  î5(o,N)  entraîne  la  connaissance  immé- 
ruATE  de  toutes  les  suites  de  même  base  ^(a,  JN).  J'entends  par 
là  que  l'on  peut,  connaissant  la  suite  S(o,N),  écrire  immédiate- 
ment un  terme  de  rang;  quelconque  de  la  suite  5 (a,  N),  ce  qui 
dispense  des  longs  calculs  qui  résulteraient  de  l'application  des 
formules  précédentes. 


(')  Nous  renvoyons  les  lecteurs  qui  voudraient  prendre  connaissanee  de  nos 
démonstrations  au  Mémoire  d'où  ces  remarques  sont  extraites.  Ce  Mémoire  pa- 
raîtra celte  année  dans  les  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles, 
iccueil  que  notre  Société  reçoit,  bien  qu'il  ait  été  omis,  par  mégarde,  sur  la  liste 
des  échanges  placée  au  commeiiremcnt  du  présent  Volume. 
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J'ai,  en  efFet,  cléinonlré  le  tliéorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  le  /?î"^""*  terme  de  La  suite  $(0,  N)  est  ~^ 

"m 

le  m""""^  terme  de  la  suite  !5(a,  i\)  est  -, — — 

Ainsi,  de  la  suite  5(o,  9),  qui  est 

I   I   1   f   I  l^  I  2  I  3  2  3  4   ' 
987  (i  59473s  579-2 

5  4   ^   5  2   >   3   7   4   5  6  7  8 
9  7   5   8   3   7   4  9   5   G  7   8  9 

on  déduil  ininiédiatenient 
6(t,9) 


5(2.9). 
6(3,9). 

6(4-9)-' 
6(5,  91., 
6(6.9)., 
6(7,9)., 


I   I   1   I   I   2   I   .i   t   3  -2  3  4 

876547^52534^ 

I   I   I   f   I   2   i   2 

7654^^23 

I   I   I   I   I   2 

6  5  4  -^  2*'  3 

I   I   I   1 

5  \     3  2 

[Il 

432 

1   I 
3  2 
I 
2 


Loi'squc  la  caractéristique  a  est  négative,  auquel  cas  nous  met- 
trons son  signe  en  évidence  en  posant  a  =  —  p,  le  théorème  T  a 
besoin  d'être  complété.  En  effet,  une  suite  î?i( — ,3,  l\)aun  noiiibre 
illimité  de  termes.  A  cet  égard,  j'ai  démontré  les  théorèmes  sui- 
vants : 

ThéorL;mk  11.  —  Si  la  suite  !3(u.  N)  se  compose  de  p  —  1 
termes,  le  pi^''>'«  ternie  de  la  suite  î?( — |îi,  j\)  est  é^^al  à  1^— 

TuKoiiiiMK  III.  —  p  étant  le  ran<>-  du  terme  7, dans  la  suite 

Vï( — ,3,  N),  le  ternie  (/ui.  dans  cette  suite,  occupe  le  p"""'  ranti 

I             11)11         '      ,  .    l>iii  —  (fi  —  y)ftm 
après  un  terme  (nu'lcont/ue  -. —  est  c^al  a  —^— — '-^ 5^ 
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Corollaire.  —  Si     '"^^  est  le   terme  qui  occupe  le  y^''""^^  rang 
après  le  terme  -,—  -,  on  a 

Les  théorèmes  I  et  II  font  connaître  immédiatement  les  p  pre- 
miers termes  de  la  suite  it>( — l^r  N).  Le  théorème  III  permet  de 
déduire,  sans  calcul,  de  ces  p  premiers  termes,  les  groupes  suc- 
cessifs de  p  termes  de  cette  suite  illimitée. 

Représentant  par  C(a,  N)  le  nombre  des  termes  de  la  suite 
S  (a,  N),  lorsque  a  n'est  pas  négatif,  on  voit  immédiatement  que. 
si  ^(/>)  représente,  suivant  l'usage,  le  nofnbre  des  entiers  non  su- 
périeurs à  l'entier  /,■  et  premiers  avec  lui,  on  a 

/.  =  .\ 

(«)  ^(O,    N)=2?(/0■ 

J'ai  démontré  aussi  la  formule,  moins  facile  à  obtenir, 

A=N— a+i 
A- =  3 

En  vertu  du  théorème  II  et  de  la  formule  (a),  on  voit  que  le 
nombre  />,  pour  une  suite  à  caractéristique  négative  et  de  base  N, 
est  donné  par  la  formule 

/— N 


(c)  p=^o(/.). 


Les  théorèmes  précédents  reçoivent  une  interprétation  géomé- 
trique fort  simple,  si  l'on  convient  de  représenter  la  fraction  j  par 
le  point  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont 

a"  =  6,  y  =  a. 

Dans  ce  système  de  représentation,  toutes  les  fractions  propre- 
ment dites  sont  données  par  les  sommets  d'un  réseau  à  mailles 
carrées,  compris  entre  l'axe  Ox  et  la  bissectrice  de  l'angle  xOy. 
Le  point  représentatif  de  toute  fraction  irréductible  est  tel  que  le 
segment  de  droite,  qui  unit  ce  point  à  rorigino,  ne  contient  aucun 
autre  sommet  du  réseau. 
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Imposer  à  une  fraction  y  une  ceriaine  condition,  telle  que 

f{a.  b)<N, 

c'est  astreinch-e  le  point  représentatif  de  cette  fraction  à  se  ti'ouver 
dans  une  certaine  région  du  plan,  limitée  par  l'axe  Ox,  la  bissec- 
trice de  l'angle  xOy  et  la  courbe  dont  l'équation  est 

ce  point  représentatif  pouvant  d'ailleurs  se  trouver  sur  cette  courbe 
elle-même.  Dans  le  cas  des  suites  X*,  auquel  se  rapporte  la  présente 
Note,  cette  courbe  est  une  droite.  Ranger  les  fractions  irréduc- 
tibles qui  répondent  à  la  condition  requise  par  ordre  de  grandeur 
croissante,  cela  revient  à  prendre  ces  fractions  dans  l'ordre  où  leurs 
points  représentatifs  sont  successivement  atteints  par  une  droite 
pivotant  autour  de  l'origine  O,  dans  le  sens  de  0.r  vers  O  >'. 

La   propriété   fondamentale   liant  deux   fractions  consécutives 

-~~  et  ~,  dont  les  points   représentatifs   seront   désignés  par 

Am-{  et  Ami  propriété  qui  s'exprime  par  l'égalilé 

se  traduit  géométriquement  comme  suit  :  La  s7/r/r/re  du  triangle 
A;„A„2_tO  est  égale  à  ^. 

Le  théorème  I  conduit  à  l'énoncé  géométrique  que  voici  : 

Les  points  représentatifs  des  termes  de  même  rang,  dans 
toutes  les  suites  de  même  base,  sont  régulièrement  espacés  sur 
une  parallèle  à  Vaxe  Ox\  V équidistance  de  ces  points  com- 
prend autant  de  divisions  qu'il  r  en  a  entre  cette  parallèle  et 
l'axe  Ox. 

Quant  au  corollaire  du  ihéorème  111,  il  se  Iradiiil  ainsi  : 

p  étant  le  rana-  du  terme  ^ dans  la  suite  !n( — 3,  N),  si 

Von  prend,  dans  cette  suite,  tous  les  termes  de  p  en  p,  à  partir 
d'un  terme  ciuelconque,  les  points  représentatifs  de  ces  termes 
sont  régulièrement  espacés  sur  une  droite  dont  le  coefficient 

angulaire  est  égal  a  -n  • 

P 


XIV. 
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Au  sujet  de  la  décomposition  d^  une  forme  quadratique  en  une 
somme  de  carrés  de  formes  linéaires  et  indépendantes  ('); 
par  M.  DE  Preslk. 

(Séance  du  21  avril  1886.) 

La  théorie  de  la  décomposition  d'une  forme  quadratique  en  une 
somme  de  carrés  indépendants  peut  se  déduire  du  théorème  sui- 
vant, dont  nous  allons  proposer  une  démonstration  : 

Si  une  forme  quadratique  est  décomposée  en  une  somme  de 
carrés  de  formes  linéaires  indépendantes,  le  déterminant  prin- 
cipal du  discriminant  de  la  forme  quadratique  est  en  valeur 
absolue  égal  au  carré  du  déterminant  principal  du  système 
des  coefficients  des  variables  dans  les  formes  linéaires  compo- 
santes. 

Soit  U  une  forme  quadratique  à  jn  variables^,,  ...,  Xh,  ...,  Xni\ 
soient  P,,  ...,  Py;,  ...,  P^,  n  formes  linéaires  indépendantes  de  ces 
variables,  en  lesquelles  la  forme  U  est  décomposée,  akh  le  coeffi- 
cient de  la  variable  x^  dans  P/,  ;  l'expression  de  Pa  est  la  suivante  : 

A  =  ^/t=i    ai;hXu. 

Les  formes  linéaires  étant  indépendantes,  le  déterminant  prin- 
cipal du  système  des  coefficients  des  variables  est  d'ordre  /?.  et 
nous  pouvons,  sans  nuire  à  la  généralité  de  la  proposition,  sup- 
poser que  ce  déterminant  principal  0  soit 

Désignons  par  s  la  quantité  rh  i  ;  nous  aurons 
Soit  l  un  indice  de  x;  nous  aurons 


(' )  Le  présent  travail  suppose  connue  la  remarquable  ihéorie  de  la  résolution 
des  équations  linéaires  de  M.  E.  Rouché,  puliiiéc  dan^  le  Journal  de  l'École 
Polytechnique  en  1883. 
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ou,  en  remplaçant  Pa  par  sa  valeur, 

dans  cette  expression,  le  coelficient  de  Xh  est 


le  discriminant  A  est  donc 

•^  =    I   -A  =  l  ^k-ahlClkh    \  I  -\,  2-m- 

1°  Considérons  un  mineur  quelconque  du  discriminant,  nous 
pouvons  le  décomposer  en  déterminants  partiels  obtenus  en  combi- 
nant entre  elles  les  colonnes  partielles  correspondant  aux  différentes 
valeurs  de  A".  Cette  décomposition  faite,  les  déterminants  partiels 
dans  la  composition  desquels  entrent  deux  colonnes  partielles  de 
même  rang,  c'est-à-dire  correspondant  à  une  même  valeur  de  k, 
sont  nuls. 

En  effet,  les  éléments  de  l'une  étant 

nki.ah',     a];ki.,(ikh'-,     fti:i,<ikh',      ■■■, 
les  éléments  de  l'autre  seront 

^/.7,^/17i''      ^kl.'^kh"^      ^/,/,"a./i"^       •••> 

et,  par  suite,  seront  proportionnels  aux  premiers. 

2°  Les  mineurs  du  discriminant  d'ordre  supérieur  à  n  sont  nuls. 
En  opérant  la  décomposition  précédente,  il  faudra  associer  7i -\-  i 
colonnes  partielles  prises  chacune  parmi  les  n  -+-  i  colonnes  du 
discriminant,  lesquelles  n'ont  chacune  que  n  colonnes  partielles; 
donc  au  moins  deux  colonnes  partielles  auront  le  même  rang,  et 
les  mineurs  seront  nuls. 

3°  Parmi  les  mineurs  du  discriminant  d'ordre  /?,  il  v  en  a  un 
égal  en  valeur  absolue  au  carré  du  déterminant  principal  du 
svstème  des  coefficients  des  variables  dans  les  foinics  linéaires. 

Considérons  le  mineur  o'  du  discriminant 

o' —   I   ^''-"  ^ ,  a ,   nii    1  /'  =  l.2-/î 
^   —   I   -A^i  -k'^kiai-u  I  A-i.  2    "• 

Décomposons-le  en  déterminants  partiels  ;  parmi  ceux-ci  les  dé- 
terminants partiels  provenant  de  l'association  de  colonnes  partielles 
de  même  rang  seront  nuls;  les  déterminants  partiels  provenant  de 
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l'association  de  colonnes  partielles  de  rang  différent  (ce  qui  est 
possible,  car  ces  colonnes  partielles  doivent  être  prises  dans  les 
n  colonnes  de  o',  qui  ont  chacune  n  colonnes  partielles)  ne  seront 
pas  nuls,  et  contiendront  le  facteur  J\'lz^[th. 

On  peut  conserver  dans  la  somme  provenant  de  la  décomposi- 
tion précédente  les  déterminants  partiels  nuls,  en  supposant  que, 
dans  les  facteurs  îa,  k  ait  toutes  les  valeurs  de  i  à  n  ;  et  le  produit 
n^^J  étant  égal  à  ±  i ,  on  aura 

la  quantité  placée  entre  traits  verticaux  représentant  l'élément  ap- 
partenant à  la  Z"^^'""  ligne  et  à  la  A"™''  colonne.  On  l'obtiendra  en 
considérant  les  sommes 

et  faisant  la  somme  des  produits  des  termes  de  même  rang.  On  a 
donc  le  carré  du  déterminant  principal  o  et.  par  suite, 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 


Détermination  des  nombres  de  Bernoulli ;  par  M.   de  Presle. 

(Séance  du  6  juin  1886.) 

i.   Exposé  de  la  question.  —  Les  nombres  de  Bernoidli  B  sont 
définis  par  la  relation 

•(-ij"B„ 


1 . 2 . . .  (  2  «  ) 
J^a  valeur  de  cotx  est 


et,  en  développant  le  second  membre  à  l'aide  de  la  relation  précé- 
dente, 

cota:-= 15, hB, 5-;  —...-(- ij"B„ ■±...; 

X  1.2  1 . 2 . 3 .  I  1  . 2 .  .  .  (  2  /i  ) 
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si  nous  désignons  par  0,^  le  coefficient  de  x'-"~\  nous  aurons 

L'expression  de  la  tangente  se  déduit  de  celle  de  la  colangente 
par  la  relation 

taagj?  =  cota"  —  2cot2^; 

on  aura  donc,  pour  le  coefficient  E„  de  x-"~',  dans  tang\r, 

E„  =  -(22"-l)C„ 

et,  par  suite, 

1.2... (2/1)  (2-"—   1)2-" 

si  donc   nous  connaissions  le  développement  de  tangj;,  nous  dé- 
duirions de  la  dernière  égalité  la  valeur  de  B„. 

2.  Développement  de  la  tangente  en  série  entière.  —  Nous 
allons  d'abord  nous  proposer  la  détermination  des  dérivées  succes- 
sives de  tang  x.  Soit 

'^(a:)  =  a„cos-2«x; 
nous  aurons 

■o"{x)  =  in{'in  -4-  !)««  cos-^'"-*""a7sin-a7  -1-  iiia„  co%-'-'^x 

ou  bien 

o"{x)  =  in{in  ~-  i)a,i  cos-^t'i+i'a'  —  4  n-a,i  co?,--"x. 

La  dérivée  de  tang  a:  étant  cos~-a:,  de  la  valeur  de  o"(x),  on  dé- 
duira les  expressions  successives  des  dérivées  impaires  de  tangj"  : 

Ui  langj"  =  1  cos~'-.r, 

D3  langj-  =  1 .2.3cos-*j-  —  i  .2-.  i-.  cos-^a', 

D5  tang.2'  =  1.2.3.4.5.  cos-''.r  —  i  .2.3.2- (i'--r-  2^)  cos-'*./- 

-!-  12^.  I*.  cos   -j:, 
D7  tanga:-  =  1.2.3.4. 5.6.7Cos~*.r  —  i  .2.0.  j  .5.2'-(i2-f-  2--:-  3-)  cos-".?- 

-1-  I  .2.3.2*(l*-i-  2*-{-  I-2-)  COS-*  J"  —  I  .2''.  l*"'  COS-^a*, 

D9  tang.z-  —  1 .2.3.4.5.6.7.8.9ros-"'a' 

—  1 .2.3.  j. 5.6. 7.22(1- -f-  2^-1-  32-+-  4-)  cos-*j: 

-r-î.2.3.4.5.2*(l*-'-  2*-f-3*-4-l2  22-i-22  3--f-32l2)CO.S-6.r 

—  I  .2.3.2''(l*-+-  2*-i-  r'2-  -r-  I^a^)  COS-^jr  -h  I  .2".   I*  (NX    2.r. 
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Désignons  par  S^(  r-)''  la  somme  des  produits  obtenus  en  pre- 
nant les  nombres  i  -,  2-,  3-, ... ,  q-  et,  en  l'ormaut  avee  eux  tous  les 
produits  possibles  de  degré  ir  avec  répétition,  nous  apercevons  la 
loi  déformation  suivante  : 

D2„^.,  tangj?=:  1.2.  ..{111  -i-i)cos-2'«+i'j- 

—  1 .2. .  .(2/i  —  1)1?-  'è)'\{z-y  cos-2«^ 

-4-  I .  '2 . . .  (  2  rt  —  3  )  ai  S'/-  '  (  -^  )-  cos-2(«->'j7  — . . . 

+  (—1)/^  l.2...[2(«— /7)-M]22/'S7-/'-'(^2)/JcoS-2'''-/'+>'^ 

+  (—!)/'  +  !.  1.2.  ..  [2  («— />)—!].  22'/'+!' S'/-/'(52)/'+lC0S-2(«-/')jr±:.  .  .. 

Supposons  celte  loi  vraie  pour  D,,,^,  tang.r,  elle  le  sera  encore 
pour  Do„^3  tangj?  ;  en  effet  : 

Dans  Do„^;j  lang.r,  le  coefficient  de  cos~-f"~/'+')^  sera 

(— l)/'+l2(«-/>)[2(/i— /))-hlJ.I.2...[2(rt  —p)—  l]227>+l)S',''/'(^2)/.+  l 
—  (— l)/'22(  n  —p  -4-  l)2  I  .2.  .  .[2(71  — /•)  H-l]22/'  S'/-/'+'  S(^2)/; 

OU  bien 

(—  l)/^+l  .  1  .2.  .  .  [2(  //  —  /^)  -r-  lj22!/'+l'  [S'/-/'(^-)/'+l 
-f- (  «  —  jD  -i- I  )2  S'/ -''+ *  (>2  )/' ] 

OU  encore 

(—1)/'  +  !  I.2...|2[(«  +  l)— />]—l{  22(/>+l)  S '/+!-/'(  ;:2)/;+l^ 

car  on  a 

^■[{z^Y=  s;/-' (^2)'-+  ry^SfC^^y-i; 

la  loi  est  donc  générale. 

3.  Expression  des  nombres  de  Bernoulli.  —  Dans  l'expres- 
sion de  Do/z+i  tangx  supposons  x  nul  ;  nous  avons 

I  .  2  .  .  .  (  2  /i  -i-  1  )  1  .  2  .  .  .  (  2  «  —  I  )  2^  S '/  (  ^-  )'  +  .  .  . 

-i-  (—  1  )/'+!  .  I  .  2  .  .  .  [  2  (  «  —  /J  )  —  1  ]  22(/'+l'  S'/-/'  (  -2  )/^-Hl . 

Cette  expression,   divisée  par   i  .  2.  .  .(2  « -h  i),  est  le  coefficient 
de  x-"+'  dans  le  développement  de  tangx;  nous  avons  donc 

E«  =  I S','(--)'  +. . . 

2  /i  (  2  /t  -t-  I  j 

-t-(—  \)p+^ : , S'/  -P(z^  )i'+^  zh . .. 

2(/l—/>)[2(rt-/j)-Mj... (2/1  +  1)       '        ^        ' 

22" 

+     —  0"  7 

1 .2. .  .(2n-h  1) 
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et,  par  suite, 


(-l)« 


1.2. ..( 


2n  -M)  J 


Nouvelle  construction  de  la  courbe  cV  ombre  propre  d' une  surface 
de  révolution  et  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de 
cette  courbe  ;  par  M.  Neu,  élève  à  l'Ecole  Polytechnique. 

(Séance  du  19  mai   1886.) 

Soient  C,  C  les  projections  du  méridien  principal  qui,  en  tour- 
nant autour  de  l'axe  vertical  O,  engendre  la  surface. 

1.  Supposons  la  surface  éclairée  par  des  rayons  parallèles  de 
direction  OR,  O'R'  {Jig-  i)  ;  si  l'on  fait  tourner  ce  rayon  autour 
de  l'ase  O,  le  point  R  décrira  le  cercle  F  et  le  point  R'  décrira  l'ho- 
rizontale H'. 

Proposons-nous  de  déterminer  le  point  de  la  courbe  d^ombre 
situé  sur  un  parallèle  PP'.  Soit  mm'  le  point  cherché  :  en  ce  point 
le  plan  tangent  à  la  surface  est  parallèle  au  rayon  lumineux.  Fai- 
sons tourner  ce  plan  autour  de  l'axe  O  de  façon  à  amener  le 
point  mm'  dans  le  plan  méridien  principal  en  /«,  /;/, .  En  ce  point 
le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  et  sa  trace  ver- 
ticale est  la  tangente  m'^T  en  m\  à  la  courbe  C.  Le  point  mm'  a 
tourné  d'un  angle  a  dans  le  sens  trigonométrique  ;  si  l'on  fait 
tourner  le  rayon  OR,  O'R'  du  même  angle  dans  le  même  sens,  sa 
projection  verticale  deviendra  parallèle  à  /«',  T,  puisque  le  plan 
tangent  en  un  point  de  la  courbe  d'ombre  à  la  surface  considérée 
doit  être  parallèle  au  rayon  lumineux.  De  là  résulte  pour  la  con- 
struction du  point  de  la  courbe  d'()n>bre  situé  sur  un  pai'allèle 
PP'  la  construction  suivante  : 

Mener  par  le  point  O'  une  droite  O'A'  parallèle  à  la  tangente 
en  m\  à  TV.  Le  point  V  où  cette  |iarallèle  rencontre  H'  se  projette 
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en  A  sur  F;  le  point   m  se  trouve  sur  une  droite  Om   telle  que 

wO/;/,  =  ROA. 

Pour  déterminer  cette  droite  il  suffit,  d'un  point  cpielconque  B 
de  la  bissectrice  de  l'angle  m,  OR  comme  centre,  de  décrire   un 

Fis.  I. 


/P 


arc  de  cercle  passant  par  A  ;  cet  arc  de  cercle  coupe  F  au  point  c 
situé  sur  Om.  On  aurait  une  seconde  solution  /?,  n' en  considérant 
A'  comme  projection  du  point  A|. 

Cette  construction  permet  d'obtenir  des  points  sur  un  parallèle 
ou  sur  un  méridien  donnés  :  elle  fournit  immédiatement  les  paral- 
lèles limites. 

Déterminons  la  tangente  à  la  courbe  au  point  mm'  ;  il  suffit  de 
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construire  la  projection  horizontale  de  cette  tangente  puisque  nous 
connaissons  le  plan  tangent. 

Si  la  courbe  C  est  un  arc  de  cercle  de  rayon  o  dont  le  centre 
est  à  une  distance  /■  de  l'axe,  on  sait  que  la  projection  horizontale 
de  la  courbe  d  ombre  est  une  conchoïde  de  l'ellipse  ombre  propre 
d'une  sphère  de  centre  O  et  de  rayon  p.  Le  pôle  de  cette  conchoïde 
est  le  point  O,  le  paramètre  est  /■.  Pour  obtenir  le  point/?  de  cette 
ellipse  correspondant  au  point  ni  il  suffît  de  prendre  sur  Om  une 
longueur /??/?  =  ;'.  Sur  la  droite  O'R!,,  faisant  avec  H'  un  angle 
égal  à  l'angle  du  rayon  lumineux  avec  le  plan  horizontal,  portons 
R',  c/rrr  p  ;  le  poiut  d  se  projette  sur  H'  en  <?;  de  sera  la  demi-dis- 
tance focale  de  l'ellipse  considérée  dont  le  grand  axe  est  perpen- 
diculaire à  OR  ;  on  obtient  ainsi  les  foyers  F^  F'.  On  en  déduit  la 
normale  pq  à  l'ellipse  au  point  p  ;  cette  droite  rencontre  la  perpen- 
diculaire Or  à  Om  au  point  q\  qm  sera  la  normale  à  la  courbe 
d'ombre  au  point  m.  De  là  résulte  la  construction  suivante. 

Sur  la  droite  O'R.,  prendre  R.!, o?=  p;  <^  se  projette  en  e  sur  H'. 

Sur  une  perpendiculaire  à  OR  porter  OF=:OF'=  de]  cette  con- 
struction servira  pour  tous  les  points  situés  sur  la  portion  de  la 
surface  engendrée  par  un  même  arc  de  cercle. 

Sur  Om  prendre  le  point  p  tel  que  mp  =  r  ;  mener  la  bissec- 
trice/)^ de  l'angle  F'pF  qui  coupe  la  perpendiculaire  en  O  à  mO 
au  point  q  ;  qni  sera  la  normale  à  la  courbe  au  point  m. 

Si  la  courbe  C  n'est  pas  un  arc  de  cercle,  on  considérera  le  tore 
osculateur  à  la  surface  le  long  du  parallèle  PP' -,  les  deux  courbes 
d'ombre  sur  la  surface  et  sur  le  tore  ont  même  tangente  au 
point  /?i  ;  il  suffira  donc  de  mener,  comme  dans  le  cas  précédent, 
la  tangente  à  la  courbe  d'ombre  sur  le  tore  engendré  par  le  cercle 
osculateur  à  la  courbe  C  au  point  m\ . 

2.  Supposons  la  surface  éclairée  par  un  flambeau  SS'  (/ig.  2). 
Par  u«  raisonnement  analogue  au  précédent  on  arrive  à  la  con- 
struction suivante  : 

Mener  l'horizontale  H'  passant  par  S'  et  tracer  le  cercle  F  de 
rayon  OS,  prendre  en  S',  l'intersection  de  H'  et  de  la  tangente  en 
m\  à  la  méridienne  :  S',  se  projette  horizontalement  en  S)  ou  en  S2 
sur  le  cercle  F  ;  joindre  OS, ,  OSo  et  prendre  les  symétriques  de  ces 
droites  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle   /;/,0S;  on  a  ainsi 
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(Jciix    droites   qui    coupent    le    parallèle   P  aux    points    cherchés 
m  et  n. 

Fig.   2. 


Pour  déterminer  la  tangente  au  point  tn  on  peut  supposer  que 
le  point  SS'  s'éloigne  à  l'infini  sur  le  rayon  S/??.  S'/;?'  et  opérer 
comme  dans  le  cas  des  rayons  pai'allèles. 
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Quelques  questions  se  rapportant  à  V étude  des  antiparallèles 
des  côtés  d\in  triangle  ;  par  Emile  Lemoine,  ancien  élève  de 
l'Ecole  Polytechnique. 

(Séance  du  19  mai  iSS'J.) 

Depuis  quelques  années  la  figure  formée  par  les  intersections 
des  côtés  d'un  triangle  avec  trois  droites  parallèles  à  ces  côtés  et 
passant  par  un  même  point  a  été  l'objet  de  nombreuses  études, 
tant  en  France  qu'à  l'étranger,  à  propos,  par  exemple,  des  propriétés 
des  points  de  Brocard  et  du  point  de  Lemoine  (^)  ;  nous  allons 
nous  occuper  ici  delà  figure  formée  par  les  intersections  des  côtés 
d'un  triangle  avec  les  trois  antiparallèles  à  ces  côtés  menées  par  un 
point  de  son  plan  en  développant  l'étude  que  nous  avions  com- 
mencée dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique ,  t.  XII, 
p.  72,  1 883-84,  et  dont  M.  Casey  {Treatise  on  the  analytical 
Geometry)  nous  a  fait  l'honneur  de  reproduire  quelques  résultats. 
Nous  nous  servirons  des  coordonnées  normales. 

Définitions,  notations  et  propositions  préliminaires. 

Par  un  point  O  (a,  [j,  y)  du  plan  d'un  triangle  ABC  je  mène  les 
antiparallèles  de  chaque  côté  : 

L'anliparallèle  de  BG  coupe  BC  en   i],  GA  en  I2,  AB  en  I3, 

»  GA  »  'Il  2-2  »  'i'Zi 

»  AB  »  3i  82       »         83. 

Ces  anliparallèles  à  BC,  AC,  AB  ont  respectivement  pour  équa- 
tions 

^a(6Y  +  c,3)  -i-rj  [(6^—  c2)7  —  aca]  —  ^(i^—  c^  )  [i  +  «6a]  =  o, 

—  ^[(c2— a2)Y-^6cP]  -\-  r,b{c%  -^  a^()  -^  l[{c-^  —  a'-)%  —  ab*^]  =  o, 

ç[(a2—  62)0  _^cy]  —  r,  [(rt2_  (^,2)3^  _^_  ^cy]  -1-  !;c(6a  -t-a^)  =  0; 

(')  Nous  rappelons  que  les  points  de  Brocard  O  et  O'  dans  un    triangle   ABC 

sont  définis  par  les  égalités  d'angles 

OAC  =  OBA=::  OCB,        O'AB  =  O'BC  =:^  O'CA. 

Le  point  de  Lemoine  est  le  point  inverse   du   centre  de  gravité;  il  a    par  consé- 
quent pour  coordonnées  normales  a,  fj,  c 
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au  moven  de  ceséquallons  on  aurait  immédiatement  les  coordon- 
nées des  neuf  points  i,,  lo,  13,  2,,  20,  23,  3i,  So.  33. 

Nous  allons  placer  ici  le  Tableau  des  longueurs  des  principales 


3i\     \B 


lignes  de  la  figure    exprimées  en  fonction  des  côtés  et    des  dis- 
tances a,  |j,  V  du  point  O  aux  trois  côtés. 
Nous  supposerons  a  ^  ^  >>  c  : 

2l3i,       3-2,  I-.,        I323 

ont  respectivement  pour  longueurs 

aôrcnsA        SaccosB        y  ah  cosC 


ont  respectivement  pour  longueurs 


On 


rtfôy-^cS)       bicx-^a-^f)       cjaQ-^bi) 
2  S  '  2  S         '  2  S 


1,21    =  y— [(6a  — aj3)24- 2rt6a^cos2c], 


S  désignant  comme  à  l'ordinaire  la  surface  de  ABC  : 


l«'2=  TT 


ne      nb'x  -^  i( b- — c-) 


Oi,=  -- 


2  S 
'bc 


Ill3=   Ti 


oh      ac  OL  — '(  (b^  —  c"^) 


2S(6'— c^)"'       '^'^-ÏÏS'^' 


Oi. 


2S 


^f' 
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Ai,^  ^     ^    .     '     ^  Ai3= '^■ 

2b 

bc      bc^  —  {a-  —  €-)•{  . 

A29=         _- — i '-,  A  2.3  = 


A3,-i=        — T r^  ^ ?  A  09  = 


«2  —  c-                       2  s 

C6           ^(«2 ^2  1 

.-bc; 

a- — b-                2  b 

rtc       acx  —  (  b- 

-c'-Yi 

2S 

cb'^  —  {a-  — 

-C2)Y 

2  S 

bc'i  —  Ca^  — 

-62)3 

2S 

ac%  ^  (b-  — 

-c'-n 

2S 

t 

c(ca  -^  a  Y  ) 

2  S 

«r-'  -J-  (  rt2_ 

-62)  a 

b-^c-  2» 

B23=         — s ^J  B2i  = 

2b 

«C        gr-Y  — (a2_62)a 

0  3.3= 7, 71  c '  Koi  — 

a- —  b'  2  b  2  b 

a6a-f-(62— c2)3  „  «6       «6a  -i- (  62_  c2)P 

-  a  S  '      62_c^  2  s 

«6  3-4-('a2_  (.2  la  ^  «6      a63-^(a2_c2)a 

C2i=  ^ 5 J  t.2.2=   — ; ;,  — ë ' 

2  b  a- —  C'  2  b 

6(«3  +  6a)  „,         rt(6a— «3) 

C3.=     — ^s — ''  ^^''- ^S 

Les  longueurs  des   antiparallèles    à  BC  menées  par  A,  B,  C  et 
terminées  aux  côtés  opposés  sont  respectivement 

«6c  ac        ab 


b-  —  c-        b  c 

Les  longueurs  des  antiparallèles  à  CA  menées  par  A,  B,  C  et 
terminées  aux  côtés  opposés  sont  respectivement 

cb  abc  ab 

a         «2  —  C'         c 

Les  longueurs  des  antiparallèles  à  AB  menées  par  A,  B,  G  et 
terminées  aux  côtés  opposés  sont  respectivement 

bc        ac  abc 

a  b        a-  —  62 

Remarque.  —  Si  l'on  considère  les  tangentes  au  cercle  circon- 
scrit menées  par  chaque  sommet  et  cpie  l'on  prenne  les  longueurs 
de  chaque  tangente  entre  ce  sommet  et  le  côté  opposé,  l'inverse 
de  la  plus  petite  de  ces  longueurs  est  égal  à  la  somme  des  inverses 
des  deux  autres. 

Nous  appellerons  a,,  ^,,  y,  les  pieds  des  bissectrices  intérieures 
eta'j,    ^',,    y'j   les  pieds  des    bissectrices  extérieures.    Les  points 


(C) 
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o,  Ort,  o/,,  Of.  seront  rcspcclivcmrnl  les  cenires  du  cerele  inscrit  cl 
des  cercles  exinscrils;  r,  /v,,  /'/,,  '',■  les  rayons  de  ces  cercles; 
R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  : 

A',    B',  G'  sont  les  poinis  de  contact  de  BC,  CA,  AB  avec  le  cercle  inscrit; 

A^,  B^,  G',  »  >'  exinscrit  «„; 

\'/„  B'/„  G/,  »  Ob', 

A'c,  B'c,  C'c  >'  Oc  , 

\i,  ).i,  Xc  les  points  oii  les  droites  qui  joignent  respectivement 
A,  Bj  C  au  centre  du  cercle  circonscrit  coupent  BG,  AC,  AB. 

A),  B,,  C)  les  pôles  de  BC,  AC,  AB  par  rapport  au  cercle  cir- 
conscrit ou  les  associés  respectivement  en  A,  en  B,  en  C  dn  point 
de  Lenioine  (voir  plus  loin  la  note  sur  les  points  associés). 

On  trouve 

,          ^             Svac  cosG -t- Ya6«  cosA -+- aScô  cosB 
(A)  suri.  i2'2,3  3i  =— •'-' 


'2  S 


,,,,                 „           „              Svo'^-' <"'^sB -4- vx/^c  cosC -f- a3ca  cos  A 
(B)  surf.i;j2i  32=        — To ; 

pour  le  point  de  Lemoine  ces  deux  surfaces  sont  égales  à 

lf>S3 


surf.  1 ,  2=) 3.-)  = 


(  a--r-  ^--f-  c-y-  ' 


3  (i)2_c2)(c2— «2)^C^2—  62) 

y(62— c2)cosA  +  Ya(c2— a2)cosB-4-a^(a2— 62)cosG 


X 


2S 


„  «2       Py(c2 — 62)cosA — Y^^^<^<ïsG-t- apôccosB 

(  IJ)       suri.   I  I  2;j  J2  —    — 7^    ^ ? 

SUI-f.  23  I3  3i2i  l2  32  =  s  —  -— •[Sa2(r/2  — 2  6CC0SA)-1-2  2ÎI  Py(c6—  rt2cos  A)]. 


Construction  des  droites. 

(  la  )  a  -+-  ^  cos  G  -^  Y  cos  B  =  o, 

(\h)  'J-  cos  G  +  B  H-  Y  cos  A  =0, 

(  I,)  a  cosB -1- [3  cos  A.+ Y  —  o- 

En  B  je  mène  une  perpendiculaire  à  AB  cpii  coupe  AC  en  i^  ; 
en  C  une  perpendiculaire  à  AC  qui  coupe  AB  en  i^. ;  la  droite  ij  i^ 
et  la  droite  (I^)  se  confondent.  T.e  quadrilatère  CI)  i/,  i^  étant  in- 


-  Jll  - 

scriptible  à  un  cercle,  on  voit  que  (l„)  est  une  aniiparallèle  à  BC. 
[Remarquons  que  (!„)  passe  par  A,,  (Iô)  par  B,,  (I^)  parC,.]  Ap- 
pelons i„le  point  où  (!„)  coupe  BC,  on  voit  que  i^  est  le  conjugué 
harmonique  de  A„  par  rapport  à  B  et  à  C. 

De  même  (I^:,)  et  (le),  respectivement  antiparallèles  à  AC  et  à  AB, 
donneront  2^,  a^,  2c  ;  3„,  S^,  3^  par  leurs  intersections  avec  les 
trois  côtés  du  triangle  de  référence,  2b  et  3^  étant  conjugués  har- 
moniques de  ).ô,  Xc- 

Nous  appellerons  I„,  I^,  I^.  les  sommets  du  triangle  formé  par  les 
droites  (!«),  (1*))  (U))  !«  étant  l'intersection  des  droites  (U), 
(I.),  .... 

Bemarques.  — A).^,  B)^^,  0.^  étant  trois  droites  concourantes, 
ia,2i,3c  sont  en  ligne  droite;  donc  les  deux  triangles  ABC,  lalilf 
sont  homologiques;  l'axe  d'homologie  !„  a^  3c  a  pour  équation 


cosA       cosB       cosG 
le  centre  d'homologie  a  pour  coordonnées 

I  I  I 

cosA- — cosBcosG       cosB  —  cosGcosA       cosC — cosAcosB 

Construction  des  droites. 

da)  —  (/>  —  a)a-4- 6,3 -H  CY  —  o, 

(J^)  aa— '(/>  — 6)^ -t-cY  —  o, 

(Je)  «a-T-6^  —  (yj  — c)Y=o. 

(Jrt),  (J;,),  (Je)  sont  respectivement  parallèles  à  BC,  AC,  AB; 
le  centre  d'homothétie  du  triangle  qu'elles  forment  et  du  triangle 
ABC  est  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC. 

Soient 

Jfliî  Jrtf  les  points  où  (.J„)  coupe  BA  et  CA, 
ibci  ^ba  ceux  où  (J/,)  coupe  CB  et  AB, 
^cai  Je/'  ceux  où  (J,.)  coupe  A(j  et  BC, 

A'  ]i,a  et  CJ„/,  sont  parallèles  à  W'/,. 
A'  ica  et  BJac  »  à  AA^. 

B'  ich  et  ki(,c  »  à  BB'c. 

B'  iab  et  CJ/,«  »  à  BBIi. 

C  i„c  et  \Mcn  »  *>  GG',. 

G'  ]l,c    et    \icb  "  •'   ^'^'h- 
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d'où,  pour  construire  (J«).  on  mène  par  C  une  parallèle  à  AA^  qui 
coupe  AB  en  ,](,(,  ;  la  parallèle  à  BC  menée  par  S,,/,  est  la  droite  (  J^)  ; 
pour  avoir  J«j,  on  pourrait  partir  encore  de  B'  en  menant  une  pa- 
rallèle à  BB)j  ;  de  même  on  pourrait  se  proposer  de  trouver  d'abord 
3„c  en  partant  soit  de  B,  soit  de  C  et  menant  une  parallèle  soit  à 
AA^,  soit  à  GC^. 

ISous  avons  aussi  à  nous  servir  des  neuf  droites  du  groupe  K  : 

/  (  I  )  />  a  —  Z>  Jj  -r-  c  Y  =  o, 

(2)  {/)  —  6  )a  —  6JÎ -+- CY  =  o, 

(3)  (/>  —  c)x -r-  b'^ -^  c^(  —  o, 

(4)  «a -^/ïp-^rv  =  o, 
/  (5)  aoL-hip  —  c)^-^  C'(  =  o, 

(6)  aoi^(p-à)^^c^;  =  o, 

(7)  aoL—  b^-^p-;  =  o. 

(8)  n%-^  b^j-^{  p  —  a)-;  =  o, 


(i^) 


\  (9)     «^ 


/>3 


(p  —  byi  =  o, 

qui  jouissent  de  propriétés  analogues  aux  droites  (Ja),  (h),  (Jr). 

Les  trois  premières  sont  parallèles  à  BC  ; 

Les  trois  suivantes,  à  CA  ; 

Les  trois  dernières,  à  AB . 

(1),  (4)  et  (y)  forment  un  triangle  homothétique  à  ABC;  le 
centre  d'iiomothétie  est  le  point  />•  ''n^  f'h  ', 

(2),  (5),  (8)  forment  un  triangle  homothétique  à  ABC;  le 
centre  d'homolhélie  est  le  point  /„.  /a,  />  ; 

(3),  (6),  (9)  forment  un  triangle  homothétique  à  ABC;  le 
centre  d'homothélie  est  le  point  />•  r,r.  r/,. 

Pour  étudier  toutes  les  droites  du  groupe,  il  nous  suffira  d'étu- 
dier les  deux  tvpes  qui  comprennent  les  neuf  droites;  nous  pren- 
drons, par  exemple, 

/>  a  4-  /.»  3  ^-  c  Y  =  0 
et 

%( p  —  b)  -^  b'^-^  c^i  =  o. 

La  droite  />  a  +  ^  |^  -}-  c  y  =  o  est  parallèle  à  BC  ;  elle  coupe  AC 
en  V  et  AB  en  V  ;  BV  et  AA^  sont  parallèles,  CV  et  AA^,  égale- 
ment. 

^|j-f-CY=o  est  parallèle  à  BC;  elle  coupe 
BV,  et  AA'  sont   parallèles.  CV,   et  AA^, 


La  droite  (p  —  b)y.  - 
AC  en  Vi  et  AB  en  V, 


également. 


(M) 
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Étude  de  12  points;  groupe  i,M). 

Nous  les  définissons  ainsi 

«0)    '^ai    '^bi  "J-c   sont  sur  BG, 
Po)    ^ai    p6,    ?c  »  GA, 

To,  Ta,  YA>  Te  »         AB, 

o  ao,    o  Po)    OYo   sont  respectivement  perpendiculaires  à  A o,    Bo,    Go; 

Oa'^ai    Oa^a,    Oa'(a  »  »  Ao^,    Bo,j,   Go^: 

06^6,    Oo'^b,   Ob'ib  »  »  A  06,   Bo6,    G  o^  ; 

Oc^cj    Oc  Pc  OcYc  »  »  A  Oc,  Boc,   G  Oc; 

on  voit  alors  que 

Aao  et  GJi  B^  sont  parallèles  ;  ao  a  pour  coordonnées  o,  —  {p  —  c),  (/>  —  6  ), 

B  Po  et  Ac  Ç>'a  »  Po  »  {p  —c),  o,  —{p  —  a), 

Gyo  et  Ba  A'ô  »  Yo  »  —{p  —  b),  (p  —  a),  o, 

Aa^^etB'/^Gé  »  ««  »  o,  —  (p  —  b),  (p  — c), 

Bp^etG'Aô  »  pa  »  (p~b),  o,  — /?, 

CYaCtB'Ac  »  '(a  »  —(p  —  c),p,0, 

AoLf,  et  C  B'a,  »  a^  »  o,  — (/?  —  a),  p, 

Bp^etA^G;  »  Pô  »  (p  —  a),  o,  —(p  —  c), 

Gy6  et  A'  Bc  »  Y*  »  —P>  (p  —  c))  Oî 

Aac  et  B' G^^  »  ac  »  o,  — p,  (p  —  a), 

BpcetA'G/,  »  Pc  »  />,  o,  —ip  —  b), 

\GYcetA;^B/,  »  Yc  »  —  (P  —  (t),  (p  —  b),  o. 

Les  points  ao,  poi  "o  sont  sur  la  droite 

(No)  cc(p~a)-^^p-b)^'((p-c)  =  o; 

les  points  a^,  ^6,  y^  sont  sur  la  droite 

(N'„)  — ^-f--^  +  -:^  =  o; 

/)  —  a       p  —  o       p  —  c 

les  points  a„.  |î„,  v„  sont  sur  la  droite 

(Na)  a/>-4-p(/>-c)-^Y(/'-^^)  =  o; 

les  points  a^,  ji^,  Y6  sont  sur  la  droite 

^  p       p  --  c       p  —  b 

On  aurait  de  même  les  droites  (N^),  (N^),  (N^),  (N^). 
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Le  point  d'intersection  X^  de  (N^)  et  de  (N^)  est 

—  (  b -h  c),     ôcosC,     ccosB; 

le  point  d'intersection  N^^  de  (N'^)  et  de  (N^)  est 

\ 

—  (6 -^  c)  tang2  -  ,     6  cos  C,     ccosB; 

le  point  d'intersection  No^  de  (N„)  et  de  (N„)  est 

(6  —  c),     — ôcosC.     ccosB; 
le  point  d'intersection  N^^  de(X'^)  et  de  (N^)  est 

(b  —  c)cot2— ,      — ôcosC.     ccosB; 

on  aurait  de  même  les  points  X^,  N^,  N^,  N^,  Noè,  N^^,  Noc,  N^^- 
Les  deux  triangles  ABC,  NaNèN^  sont  homologiques  ;  l'axe  d'ho- 
mologie  est  (N^)  et  le  centre  d'homologie  a  pour  coordonnées 
tangA,  tangB,  tangC,  qui  est  aussi  le  centre  d'homologie  de  ABC 
et  de  N^N'^N^.  Les  deux  triangles  ABC,  ^oa^ob^c  sont  homolo- 
giques ;  l'axe  d'homologie  est  (N^.),  le  centre  d'homologie  est  tangA, 
tangB,  —  tangC  qui  est  aussi  le  centre  d'homologie  de  ABC  et  de 
N;«N;6]N;,  de  même  pour  ABC,  N,«NjN„,,  ABC,  N;„  N;  N;,,  .... 

Remarque.  —  Le  centre  diiomologie  des  deux  triangles  ABC, 
NoaNoôNfCst  le  point  associé  en  A  ('  )  du  centre  d'homologie  des 


(')  Nous  avons  montré,  à  diverses  reprises,  l'importance  de  la  notion  des 
points  associés  dans  la  géométrie  du  triangle.  Voici  les  définitions  et  quelques  pro- 
priétés. 

Le  point  O  ayant  pour  coordonnées  a,  |î,  y  aura  respectivement  les  points  O^  : 
—  a,  p,  y;  Oj  :  o,  —  ?j  ï'  O^  :  a,  p,  — y  pour  points  associés  en  A,  en  B  et  en  C. 

Une  courbe  est  simplement  associée  à  elle-même  en  A,  si  elle  est  le  lieu  du 
point  0  en  même  temps  que  le  lieu  du  point  0„. 

Si  une  courbe  est  doublement  associée  à  elle-même,  par  exemple  en  A  et  en  B, 
elle  l'est  aussi  en  C,  c'est-à-dire  qu'elle  est  triplement  associée  à  elle-même. 

Une  courbe  de  degré  impair  ne  peut  être  doublement  associée  à  elle-même,  à 
moins  qu'un  des  côtés  du  triangle  de  référence  ne  fasse  partie  de  la  courbe. 

Une  conique,  qui  est  elle-même  triplement  son  associée,  a  évidemment  une 
équation  de  la  forme  La-  -•-  M  ^^  -f-  Ny^  =  o,  c'est-à-dire  : 

1°  Qu'elle  ne  peut  couper  à  la  fois  en  des  points  réels  les  trois  cotés  du 
triangle  de  référence  ; 

■i"  One   les    fleiix  poinN   frinlersertion   d'un  rolé  du  lri,'m;.'le  de   référence  avec 
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deux  triangles  ABC,  N^NiN^;  nous  avons  déjà  rencontré  ce  point 
(voir  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  p.  76;  i884). 

Lemme.  —  Soit  une  circonférence  tangente  à  deux  droites  X 
et  Y.  Je  mène  une  tangente  à  cette  circonférence  qui  coupe  Xena?, 
Y  en  r  ;  par  .r  je  mène  une  parallèle  à  une  direction  donnée  )>, 
par  jK  une  parallèle  à  une  direction  donnée  [x  :  ces  deux  droites  se 
rencontrent  en  O.  Le  lieu  de  O,  si  la  tangente  varie,  est  une  hyper- 
bole dont  les  asymptotes  sont  parallèles  à  ).  et  à  |jl. 

Nous  n'insistons  pas  sur  la  démonstration  fort  simple  de  ce 
lemme. 

A.   Supposons  que  le  cercle  soit  le  cercle  inscrit  : 

1°  Prenons  pour  droites  X  et  Y  les  deux  côtés  AB  et  AC  du 
triangle  de  référence  et  pour  À  et  u  les  antiparallèles  à  AB  et  à  AC. 

L'hyperbole  lieu  de  O  aura  pour  équation 


(P«) 


a2(7?  — aj-4-  132(jo  — 6)  +  Y2(i?— c) 

(ip  cosA  —  b  —  c)Py"+~  (^  —  ^)^Y  -t-(6  —  a)a^. 


2"  Prenons  BC  et  BA  pour  droites  X  et  Y^  et  pour  À  et  a  les  an- 
tiparallèles à  BA  et  à  BC. 

L'hyperbole  lieu  de  O  aura  pour  équation 


(Pô) 


o  =  a2(/,  -  a)—f.^{p  -b)-^  f^{p  -  c) 

-h(c  —  &)[3y+(2/>  cosB  —  a  —  c)aY  -+-(«  —  6)a!3. 


3**  Prenons  CA  et  CB  pour  droites  X  et  Y  et  pour  A  et  \x  les  an- 
tiparallèles à  CB  et  à  CA. 


celte    conique    sont    conjugués  harmoniques  par  rapport    aux  deux  sommets  qui 
sont  sur  ce  côté. 

Si  une  parabole  est  à  elle-même  triplement  son  associée,  son  équation  a  l'une 
des  trois  formes 

—  a^a'X  +  (  6=  +  c' >.  )  (  Y= -i- Xp»  )  =  o, 

—  p^6"X  +  (c'  -i-a^).)  (a=  -+-  Xyî)  =  o, 

—  Y=c^>.  +  («^  +  b^\)  {  p^  +  Xa»)  =  o; 

elle   est   inscrite    dans    le  triangle  qui  a   pour  sommets  les  milieux  des  cùtés  du 
triangle  de  référence. 

Si  une  hyperbole  équilalére  est  à  elle-même  triplement  son  associée,  elle  passe 
par  les  quatre  centres  des  cercles  tangents  aux  trois  côtes  du  triangle  de  réfé- 
rence et  récipro(|iicinenl. 
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L'hyperbole  lieu  de  O  aura  pour  équation 


(Pc) 


o  =  a'-(/)  —  «)-i-  t-'ip  —  b)  —  '{-{p  —  c) 

—  {b  —  c)'^y  -^  (a  —  c)%'(  -^{ip  cosC  —  a  —  b)%^. 


(Pfl)  coupe  AC  et  AB  aux  pieds  |ji,  *',  des  bissectrices  inté- 
rieures ; 

(Pa)  coupe  encore  AC  et  AB  en  ^o?  Yo  I 

(Prt)  passe  par  A,  et  a  pour  asymptotes  des  antiparallèles  à  AB 
et  à  AC. 

Les  hyperboles  (P^),  (Pc)  jouissent  de  propriétés  analogues. 

B.  Supposons  que  le  cercle  soit  le  cercle  exinscrit  o^. 

1°  Prenons  AB  et  AC  pour  X  et  \  et  pour  A  et  |ji.  les  antiparal- 
lèles à  AC  et  à  AB. 

L'hvperbole  lieu  de  O  aura  pour  équation 

(  — [■2(/>  — a)cosA  —  b  —  c]y3 -i-fc -^- a)aY -f-(«-f-i)a^. 

2°  Prenons  BC  et  BA  pour  X  et  ^  et  pour  a  et  a  les  antiparal- 
lèles à  AB  et  à  BC. 

L'hyperbole  lieu  de  O  aura  pour  équation 

(Pi,)  ^  "  "  ""'^  ""  ''''^^  "  O-  T-(/'  -  b)  -(c  -  6)Y? 

(  -^[il  p  —  a)  cosB  -^  c  —  a]oi-;  -^  (a  -^  6)a^. 

3"  Prenons  CA  et  CB  pour  X  et  pour\  et  pour  A  et  u.  les  anti- 
parallèles  à  CB  et  CA. 

L'hvperbole  lieu  de  O  aura  pour  éijuation 

(P')  S  o  =  ^'/>-H-(/'  — f^)  +  Y'(/'  — ^) 

(  —(b  —  c)^'{  -^i c  -^  a)oL'[  ^[^{p  —  «)  cosC -+- 6  —  a]a^. 

C.  Supposons  que  le  cercle  soit  le  cercle  exinscrit  o^,  on  aura 
de  même  : 

1*^  AB  et  AC  pris  pour  X  et  Y,  les  antiparallèles  à  A  et  à  B  pour 
À  et  ;ji, 

(p.)  j  o  =  'x^-(p~c)-^r-p~-r-ip-a) 

2°  BA  et  BC  pris  pour  X  et  Y  :  les  antiparallèles  à  BC  et  à   BA 
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pour  )v  et  [i.. 

(  — [af/»  — 6)cosB  —  c  —  a]aY -+- (a -T- 6)a^  ; 

3"  CA  et  CB  pris  pour  X  et  Y  ;  les  antiparallèles  à  CB  et  CA 
pour  A  et  UL, 


o  =r  —  a2(/)  —  c)  —  !32p  -^  yH/*  —  «) 

-i-  (c  -i-  6)y|j  -r-  («  —  C)^7  "i-  [sC/»  ^)  COsG-r-  «  ^]^^- 


(Pc) 

D.  Supposons  que  le  cercle  soit  le  cercle  exinscrit  o,.,  on  aura 
enfin  : 

1°  AB  et  AC  pris  pour  X  et  Y  ;  les  antiparallèles  à  AC  et  à  AB 
pour  A  et  u., 

"     (  —  [2(7? — c)  cosA  —  6— c]^Y  "*"  (^^  ~^^)^T  "^(^  —  «)^?; 

2°  BA  et  BG  pris  pour  X  et  Y  les  antiparallèles  à  BC  et  à  BA 
pour  A  et  a, 

j  o=-x-^{p-b)-i-f.Hp-a)--f-p^{b^c)^'( 

3**  CA  et  CB  pris  pour  X  et  Y;  les  antiparallèles  à  CB  et  à  CA 
pour  A  et  [j-, 

(  o  =  %Hp  -b)+  !32(/>  -a)-r-^(^p-^{b  +  c^^Y 

(  -^  (a-i- c)aY  —  [2(/)  —  c)cosC  —  a  —  b]oi'^. 

(P^)  a  pour  asymptotes  des  antiparallèles  à  AB  et  à  AC,  coupe 
AB  en  y^  et  eny'j,  AC  en  [i«  et  en  '^\  et  passe  par  A,. 

(P^)  a  pour  asymptotes  des  antiparallèles  à  AB  et  à  BC,  coupe 
BC  en  y-a  et  en  a,,  AB  en  v^  et  en  y'^  et  passe  par  B,;  de  même 
(P^)  a  pour  asymptotes  des  antiparallèles  à  CAet  à  CB,  coupe  CA 
en  j^a  et  ^\,  CB  en  a,  et  a^  et  passe  par  C|. 

Il  n'est  pas  nécessaire  d'insister  sur  les  courbes  (P^)?  {^'b)>  (^'c)^ 
(P^),  (P^),  (P^)  qui  jouissent  de  propriétf-s  analogues. 

Problkme  I.  —  Tromper  le  lieu  du  point  O,  tel  que  les  trois 
points  I,,  20,  3:t  soient  en  ligne  droite. 

H  suflil  d'exprimer  ([ue  la  surface  du  triangle  i)22  33  est 
nulle. 
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La  formule  (C)  nous  donne 

(i)       [iY(62  — c2)cosA-^aY(c2— a2)cosB-^a^(a2— è5)cosC  =  0; 

c'est  une  hyperbole  équilalère  circonscrite  au  triangle  ABC.  Elle 
passe  par  le  point  de  Lemoine  et  a  pour  inverse  la  droite  qui 
joint  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  centre  de  gravité. 
Le  centre  de  l'hyperbole  (1)  a  pour  coordonnées 

cosAsin2(B  — c),     cosB  sin2(C  —  A),     cosG  sin2(A  —  B). 

La  tangente  à  cette  courbe  au  point  de  Lemoine  passe  par  le 
pointrttangA,  6tangB,  ctangCou 


a2  62  (-2 

cosA       cosB       cosG 


et  a  pour  équation 


2 


«inCB  — C) 

=  o; 


tan  g  A 

Remarque  I.  —  Si  O  est  le  point  de  Lemoine,  la  droite  i)  2o  83 
a  pour  équation 

=  o; 


2 


a  tans;  A 


nous  savons  que  les  six  points  I2,  I3,  ■2<,  23,  3(,  So  sont  alors  sur 
un  cercle,  que  3023,  isS),  2,  I2  sont  respectivement  parallèles  à 
BC,  AC,  AB  et  proportionnels  à  cosA,  cosB,  cosC. 

Remarque  II.  —  Si,  pour  trouver  le  lieu,  nous  nous  étions  servi 
du  théorème  de  Ménélaiis  qui  donne 

i.B  22G  3-, A  _ 
iiG  22A  33B  ~'' 

nous  aurions  trouvé  une  équation  du  troisième  degré  en  a,  [3,  y, 
mais  contenant  le  facteur  «a  +  6 [j  H-  cv  qui,  égalé  à  zéro,  repré- 
sente la  droite  de  l'infini  ;  ce  facteur  étant  enlevé,  on  trouve  natu- 
rellement l'équation  (i). 

Problème  IL  —  Trouver  le  lieu  du  point  O,  tel  que  les  trois 
points  I3,  2)^  82  soient  en  ligne  droite. 

La  formule  (Bj  nous  donne  immédiatement 

(2)  Py^^  cosB  -~  -('xùc  cosG  -i-  a^ca  cosA  —  o, 

qui  représente  une  conique  circonscrite  à  ABC. 
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Problème  III.  —  Trouver  le  lieu  du  point  O,  tel  que  les  trois 
points  lo,  2.5,  3,  soient  en  ligne  droite. 

La  formule  (A)  nous  donne  immédiatement 

(  3  )  Py  ac  cos  G  -h  ya  6a  cos  A  -i-  a3  c6  eus  B  =  o 

qui  représente  une  conique  circonscrite  à  ABC. 

Remarque.  —  Si  trois  points  (pris  chacun  sur  un  côté  diffé- 
rent de  ABC)  parmi  les  neuf  points  i,,  lo,  I3,  2,,  20,  23,  3,,  3v,  33 
sont  en  ligne  droite,  les  six  autres  sont  sur  une  conique  ;  cela 
permet  d'énoncer  autrement  les  problèmes  I,  II,  IK  et  V. 

Problème  IV.  —  Trouver  le  lieu  des  points  O  pour  lesquels 
les  deux  triangles  I2233,,  \  3, liZ.^  sont  équivalents. 

i"  On  peut  pour  cela  écrire  que  les  expressions  (A)  et  (B)  sont 
égales,  ce  qui  donnera  le  lieu  qui  a  pour  équation 

«PyCs'o  2B  —  sin2G)  -!-  6y^(^''^^^  ~"  si"*-^)  -^  C5tjj(sin2  A  —  sinaB); 

on  la  met  facilement  sous  la  forme 

PyC*^^  — c2)cosA-î-Y='(c2— a-)  cosB  -^  ap(rt2_  ^,2)  cosG  =  o, 

c'est-à-dire  l'équation  (1). 
On  a  donc  ce  théorème  : 

Théorème  I.  —  Si  les  trois  points  i(,  20,  33  sont  en  ligne 
droite  les  triangles  I22331,   i32,3o5o/«^  équivalents. 


2"  On  peut  aussi    écrire  que  les  deux  expressions  (A)  et  (B) 
t  une  somme  égale  à  zéro. 
Ce  qui  donne  laconique 


(4)  '!£.a'^^i{b  cos^  ~  c  cosQ.)  =  0, 

qui  passe  par  le  j)oint 

i I  I 

(C2—  /^2)cosA'        («2—  c2)cOsB'        (62—  «.2)  cos  g' 

Remarque  I.  —  il  est  facile  ilc   voir  cpic   les   (piatro    roiiitpirs 
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(i),  (2),  (o),  (4)  passent  au  point 

a 
«2  cos^A  —  bc  cosB  cosC 

b 

62  cos2  B  —  ca  cos  C  cos  A 


c^cos^G  —  ab  cos  A  cosB 

sin  A 
sin-2A  —  sinaBsinaC 


et  que  pour  ce   point  les  trois  groupes   i,.    20,    ^i\    i3>   2),   So  ; 
I2,  23,  3,  sont  formés  chacun  de  trois  points  en  ligne  droite. 

Problï^me  V.  —  Trouver  le  point  O  pour  lequel  les  trois  points 
1  ( ,  23,  So  sont  en  ligne  droite. 

La  formule  (D)  nous  donne  comme  équation  du  lieu 

(5)  Py(c^—  ^-)cosA  —  vatccosG  -^  aSiccosB  =  o; 

de  même,  les  trois  points  20  t  3  3i  seront  en  ligne  droite  si  O  décrit 
le  lieu 

(6)  pvac  cos  C  -4-  ';x{a^—  c2)cosB  —  a3  ac  cos  A  =  o, 

et  les  trois  points  83  2,  lo  seront  en  ligne  droite  si  O  décrit  le  Heu 

(7)  —  ?Y^^  cosB  -4-  7a  «6  cos  A  —  0L'i{b-—  a^)  cos  G  =  o; 

en  ajoutant  (5),  (6),  (-)  membre  à  membre,  on  trouve  une  iden- 
tité; donc  c<?5  trois  coniques  se  coupent  en  un  même  point  pour 
lequel  les  points  i,,  23,  So;  20,   I3,  3,;  33,  2),   lo   forment  trois 
groupes  de  trois  points  en  ligne  droite. 
Ce  point  a  pour  coordonnées 

sin  A 


sin2A  sinaB  —  sinaA  sinaG  —  sin2B  siasG 

sinB 
sinaB  sin 2  G  -r-  sin2B  sin  2  A  —  sin  2  A  sin 2  G 

sin  G 
sin 2 G  sin 2 A  -7-  sin 2 G  sin2B  —  sin2Asin2B 

Problème  VI.  —  Trom'er  le  i>oint  O  pour  lequel  les  trois  lon- 
gueurs O  I  (.  O20,  033  sont  égales. 
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En  nous  reportant  aux  expressions  de  ces  longueurs  données 
précédemment,  on  voit  que  cette  égalité  a  lieu  pour  le  point  T 


et  pour  les  trois  associés  (')  T^,  Tj,  ïc- 

Le  point  T  étant  à  l'infini,  il  ne  reste  que  les  trois  points  T„ 

ly^—c'^        c^—a^        a'^—b"- 

■ 5  -. 1         1 

a  b  c    ,  . 

Tè,  Te. 


On  a  alors,  pour  le  point  T^, 


abc 


pour  le  point  Té, 
pour  le  point  Te, 


abc 


Il  Te 


a-  —  c2 


a'-  —  6- 


Remarque  I.  —  Ces  longueurs  sont  respectivement  égales  à  la 
partie  de  la  tangente  au  cercle  circonscrit  comprise  entre  le 
sommet  et  le  côté  opposé. 

Remarque  II.  —  Les  expressions  données  en  fonction  de  a,  (3,  v 
des  diverses  lignes  de  la  figure  nous  permettent  d'écrire  immédia- 
tement le  lieu  du  point  O  qui  correspond  à  une  relation  donnée 
entre  ces  lignes  ;  elles  permettent  aussi  d'établir  (par  exemple,  en 
se  servant  de  l'identité  2S  =  «a -f- Z^^3  +  cy)  une  série  d'autres 
identités  et  aussi  d'énoncer  un  grand  nombre  de  tliéorèmes.  En 
voici  quelques  exemples  : 

1.  Quel  que  soit  O,  on  a 

abc  =  Oii(62_c2)-^022(c2— a2)-i-033(a2_62), 

abc  =  a2 O 3i -T- 62 Oi2-^c«02i=a2 02,-1- 62 03,-^0201 3, 

O12X  O23X  0  3,=  O13X  O21X  032. 

(')   Voir  précédcmincnl  lu  \olc  sur  les  points  associés. 
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2.  Le  point  0,poiir  lequel  oîi  a 

Oii  0?.2  03.3 


6^ — c-        c- — a-        a- — 6- 

est  tel  que  Oi,  4-  O  loH-  033  ^^t.  un  minimum. 
Les  coordonnées  de  ce  point  O  sont 

(b-^  —  C^r^           (C2—  «2)2           („2_62)2 
,         ,        . 

abc 

3.  Pour  tous  les  points  d\ine  même  parallèle  à  Vaxe  d'ho- 
mologie  du  triangle  ABC  et  du  triangle  formé  par  les  pieds 
des  symmédianes,  on  a 

I2l3-i-23  2i-^3i32=  COnSt. 

etc.,  etc. 

Problème  VII.  —  Trouver  le  lieu  des  points  O  pour  lesquels 
\i,  I3,  O,  Informent  une  division  harmonique. 

En  écrivant  les  valeurs  des  rapports  au  moven  des  expressions 
précédemment  données  des  longueurs  13!),  I3I2,  oi,,oi2,  ona 

li c"- —  ^■-)        b        c  _ 
«a  P        T 

c'est  une  hyperbole  circonscrite  à  ABC  ;  elle  passe  par  le  point  de 

l'infini ,  j-,  -;  c'est-à-dire  qu'elle  a  une  asymptote  parallèle  à 

la  médiane  partant  de  A. 

Théorème  II.  —  Si  le  point  O  décrit  une  hyperbole  circon- 
scrite au  triangle  ABC  et  qui  ait  une  asymptote  antiparallèle 
à  BC^  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  comprenant 
O  et  les  trois  points  oii  V  antiparallèle  à  BC  méfiée  par  O  coupe 
les  trois  côtés  est  constant. 

Problème  A  III.  —  Trouver  les  points  O  du  plan  pour  lescjuels 
Vhexagone  2,  3,  I3  23  3o  lo  est  circonscriptihle  à  un  cercle. 

Ce  cercle  ne  peut  être  que  l'un  des  quatre  cercles  inscrits  dans 
le  triangle  ABC  ;  il  y  aura  quatre  points  O  donnant  une  solution 
du  problème;  appelons  Ho  celui  de  ces  points  qui  correspond  au 
cercle  inscrit,  Ha,  H^j,  H^  ceux  qui  correspondent  respectivement 
aux  cercles  exinscrits  o^,,  o^,  o^. 
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Cherchons  d'abord  le  point  Hq  :  puisque  Hq  23  et  HqSo  sont  an- 
tiparallèles à  AC  et  à  AB  et  que  23  So  doit  être  tangente  au  cercle 
inscrit,  il  est  évident  que  Ho  appartient  à  l'hyperbole  (P^);  de 
même  Hq  appartient  à  (P^)  et  à  (Pc)- 

Le  problème  revient  à  chercher  le  point  commun  à  ces  trois  hy- 
perboles ou  par  conséquent  à  deux  d'entre  elles. 

Si  l'on  ajoute  (Pé)j  (Pc),  on  voit  que  Hq  sera  sur  la  droite 

(8)  a(/?  —  a)  --  ^{p  cosG  —  b)-^  '((p  cosB  —  c)  =  o; 
il  sera  de  même  sur  les  droites 

(9)  a(/?  cosC  —  a)  -i-  ^(p  —  6)  -(-  '{{p  cos  A  —  c)  =  o, 

(10)  a(/JcosB  —  a)—  P(/)  cos  A  ~  b)  —  ^;(p  —  c)  =  o. 

L'équation  (8)  peut  s'écrire 

/?(a-^  ^  cos  G  -4-  Y  cosB)  —  (cta-f-6p-^CY)  =  o, 

par  conséquent  (8)  est  parallèle  à  l'antiparallèle  (I«)  à  BC  :  c'est 
donc  l'antiparallèle  à  BG  passant  par  Hq. 

Donc  les  intersections  de  (8),  diagonale  de  l'hexagone  cherché, 
avec  AG  et  AB,  seront  les  sommets  I2  et  I3  de  cet  hexagone. 

De  même  (9)  et  (10)  représentent  les  diagonales  2123  et  3,32. 

Calculons  les  coordonnées  de  Hq. 

Il  suffit  évidemment  de  résoudre  deux  des  équations  (8),  (9)  et 
(10),  mais  les  résultats  ne  se  présentant  pas  immédiatement  sous 
une  forme  symétrique,  nous  allons  procéder  autrement. 

En  retranchant  deux  à  deux  les  trois  équations  (8),  (9)  et  (10), 
on  trouve 

(11)  —  a(i  — cosB)-i-  P(cosA  —  cos  C) -h  7(1  — cos  B)  =  0, 

(12)  a(i  —  cosC)  —  P(i  —  cosG)  -f-  y(cosB  —  cosA)  =  o, 
(i3)  a(cosG  -  cosB)  -H  P(i  — cosA)  — y(i  —  cos  A)  =  o, 

qui  représentent  trois  droites  passant  en  Ho;  en  tirant  de  deux 
d'entre  elles  les  valeurs  a,  [i,  v,  on  trouve  facilement  pour  ces 
coordonnées 

(i  —  cosA)(i  -!-  cosA  —  cosB  —  cosG), 
(i  —  cosB)(i -f- cosB  —  cosA  —  cosC), 
(i  —  cosG)(i-f-  cos  G  —  cos  A  —  cosB), 


ou 


ai'a{iR  —  ra),     bro{iR  —  rb),     c/v(?.R  — /v) 
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ou 
ara{br/,-^  Cfc —  ara),     bri,{ara^  c/'c —  br/,),     crc(ai\i-r-  bri, —  cvc). 

Construction  géométrique  du  point  Hy. 

PllEMli;RE    CO>STRUCTIO]V. 

La  droite  (8)  peut  se  metti'C  sous  la  forme 

{p  —  a)  a  —  b'^  —  c'f  -^  p  C^  cos  C-t-ycosB)  =  o; 

c'est  donc  l'antiparallèle  à  BC  qui  passe  par  le  point  d'intersection 
des  deux  droites 

p  cos  G  -i-  Y  cos  B  =  o  ; 

c'est-à-dire  A  i^, 

—  (/>^rt)a  —  ^fJ^cy  =  o; 

c'est-à-dire  (!«)• 

Donc  pour  construire  (8)  on  joint  Ai«;  on  mène  par  C  une 
parallèle  à  BB^,  parallèle  qui  coupe  AB  en  un  point  par  lequel  on 
mène  une  parallèle  à  BC  ;  cette  parallèle  coupe  A  i^  en  un  point 
par  lequel  on  mène  l'antiparallèle  à  BC  :  c'est  la  droite  (8). 

On  construit  de  même  soit  (9),  soit  (10),  et  le  point  Ho  est  déter- 
miné. 

SECOIVDK    COjVSTUUCTION. 

Au  lieu  de  construire  deux  des  droites  (8),  (9)  et  (10)  comme 
cela  se  présente  le  plus  naturellement  à  l'idée,  il  est  plus  simple 
de  construire  deux  des  droites  (11),  (la),  (i3). 

(11)  peut  s'écrire 

(y  -r-  P  COS  A  -i-  a  cosB;  —  {'x  -\-  ^  cosC  -f-  y  cosB)  =  o  : 

donc  (il)  passe  par  Ij,  intersection  des  deux  droites  (1^)  et  (la); 
mais  (11)  coupe  AC  au  pied  |i,  de  la  bissectrice  de  l'angle  CBA  : 
donc  la  droite  (i  i)  est  la  droite  ^i)  li,  de  même  (12)  est  la  droite 
y,  le  et  (i 3)  est  la  droite  a,  1,,;  donc: 

Théorème  III.  —  Les  trois  droites  ajl^,  {ii\\b,  Yilf  se  coupent 
au  point  Hq. 
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Remarque.    —   La  tangente  loa,  au  cercle  inscrit  a  pour  équa- 
tion 


c — pcosB        "c — /jcosA 

Cherchons  maintenant  le  point  H„. 

On  verrait  de  même,  par  les  considérations  qui  nous  ont  servi 
pour  le  point  Hq,  que  H^  estle  point  commun  aux  trois  hyperboles 
(P^),  (P^)j  (Pc)  ou  encore  le  point  commun  à  leurs  intersections 
deux  à  deux,  c'est-à-dire  le  point  commun  aux  droites 

(8')  rLp  -f-  p[(/>  —  a)  cosG  -t-  6]  -^  t[(/'  —  '^)  cosB  -4-  c]  =  o, 

(9')    a[(j9  —  a)  cosC  —  a\  —  |3(/»  —  c)-f-  ^{\{p  —  a)  cosA  —  c]  —o, 
(10')  a[(/>  —  rt)cosB  —  a]-^  ^[{p  —  a)  cosA  —  b]  ^  '({p  —  b)  =  o; 

(8')  peut  s'écrire 

j.p  -i-  j3/>  COSC  -i-  '(p  cosB  -f-  ^(6  —  a  cosC)  -~  '({C  —  a  cosB)  =  o 
ou 

/)(o£  -^  j3  cosG  -i-  YCOsB)  -}-  cos  A(pc  -^  y^)  =  o; 

comme  les  deux  droites  a  4-  |j  cosC  -h  v  cosB  =  o  et  |i>c  -t-  v/>  ^  o 
sont  des  antiparallèles  à  BC,  on  voit  que  (8')  est  antiparallèle 
à  BC. 

(8')  donne  donc  par  ses  intersections  avec  A.C  et  AB  les  points 
lo,  I3  de  l'hexagone  cherché  :  elle  est  une  de  ses  diagonales. 

(9')  peut  s'écrire 

(p  —  a)(acosG  -^  J^  -i-  Y  cosA)  —  {a'x  -h  b'^-^  c^()  =  o, 

ce  qui  prouve  qu'elle  est  parallèle  à  (Iô),  c'est-à-dire  antiparallèle 
à  AC;  de  même  (10')  est  antiparallèlc  à  BC  ;  (9')  et  (10')  sont  donc 
aussi  des  diagonales  de  l'hexagone  cherché. 

Calcul  des  coordonnées  de  H^. 

Des  équations  (8'),  (9')  et  (10)  ondéduil,  eu  retranchant  (lo') 
de  (9')  et  divisant  par  ( p  —  a), 

(n')  a(cosC  —  cosB  )  —  ^(i  —  cosA)  —  7(1  —  cosA)  =  o. 

En  ajoutant  (8')  et  (9'),  puis  divisant  par  (/)  —  c/), 

(i-x')  a(i  -I-  cosC)  -+•  p(i  -f-  cosC)  -+-  y(cosA  --  cosD)  =  o. 
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En  ajoulanl  (8')  et  (lo'),  puis  divisant  par  [p  —  «), 

(i3')  a(i  -f-  cosB)-!-  P(cosA  -^  cosC)-f-  7(1-4-  cosB)  =  o; 

de  deux  des  équations  (11'),  (12'),  (i3')  on  déduit  facilement  pour 
les  coordonnées  de  H^ 

—  (i  —  cosA)(i  -T-  cosA  -T-  cosB  -^  cosC), 
(i  —  cosB)(x  —  cosA  —  cosB  -7-  cosC), 
(i  -f-  cosG)  (i  —  cosA  -f-  cosB  —  cosG), 

ou 

—  ar{iK^  r),     brdiK  —  Te),     c/'ôfaR  — /-^ ). 

Remarquons  en  passant  les  identités 

cosA  -f-  cosB  -T-  cosG  =  i  -r-  —  j 

K 

cos  B  -4-  cos  G  —  cos  A  =  -^  —  i , 
n. 

ou 

■  r„ 


cosB  -r-  cosG  = 
cos  A  =  I  — 


2R 
rg  —  r 
2R 


L'équation  (11')  et  l'équation  (i3')  sont  identiques,  cela  prouve 

que 

a  (cos  G  —  cosB)  -t-  p(i  —  cos  A)  —  7(1  —  cos  A)  =  o 

est  l'équation  de  la  droite    KoH^,  celles  de  H0H0,  HoHc  seront 
donc  respectivement 

—  a(i  —  cosB)  -+-  P(cosA  —  cos  G)  -1-7(1  —  cosB)  =  o, 
a(i  —  cos  G)  —  P(i  —  cos  G)  -f-  y(cosB  —  cos  A)  =  o. 

Si  nous  cherchons  à  déterminer  H^,  nous  trouverions  trois  équa- 
tions analogues  à  (i  i'),  (12'),  (i3'),  parmi  lesquelles  se  retrouvera 

a(i  -i-  cos  G)  -7-^(1-!-  cos  G)  -!-  7  (cos  A  -i-  cosB)  =  o: 

c'esl-à-dire  (12'). 

Cette  équation  est  donc  l'équation  de  HaH^;  de  même  H«Hc, 
H^Hc  ont  pour  équations 

a(  I  -i-  cosB)  -H  [3(cos  A  -\-  cos  G)  -1-7(1-1-  cosB)  =  o, 
a  (cosB  -h  cos  G)  -r-  ^(i  —  cos  A)  -1-7(1-7-  cos  A)  =  o. 
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Construction  géométrique  du  point  H^. 

PREMIÈRE    COlVSTRrCTION. 

(8')  peut  s'écrire 

%p  —  '^  b  -r-  •( c  ^  { p  —  «)(^  cosG  -f-  Y  cosB)  =  o  ; 
par  conséquent,  elle  passe  parle  point  d'intersection  de 
aj9  —  ^6  -;-  yc  =  o, 

première  droite  du  groupe  K  avec  Ai^. 

Donc,  pour  construire  (8'),  on  joint  Ai^;  on  mène  par  C  une 
parallèle  à  AA^  qui  coupe  AB  en  un  point  par  lequel  on  mène 
une  parallèle  à  BC  ;  cette  parallèle  coupe  Ai^  en  un  point  par 
lequel  on  mène  l'antiparallèle  àBC.  C'est  la  droite  (8'). 

Construction  de  {g')  et  de  (lo')  :  (9')  et  (10')  peuvent  s'écrire 

i  p  —  a)(a  cosC  A-  y  cosA)  —  [«a-^P(/)  —  c)-r-Yc]  =  o, 
(p  —  a){-x  cosB  -f-  pcosA)  —  [aa— ^6  —  y(/7— 6)]  =  o; 

elles  peuvent  donc  se  construire  par  les  droites  Ba^,  C3c  la  cin- 
quième et  la  neuvième  du  groupe  K. 

SEC03VDE    COïVSTRrCTIOjV  . 

Au  lieu  des  droites  (8'),  (9'),  (10'),  nous  allons  employer  les 
droites  (11'),  (j2'),  (i3'). 

(11')  passe  en  a,,  mais  son  équation  peut  s'écrire 

a  cosC  —  3  -f-  Y  cosA  —  (a  cosB  -i-  ^  cos  A  -!-  yj  =  o, 

elle  passe  donc  par  la  '• 

(i  i')  est  donc  a,  I^  5  on  verrait  de  même  que  (12')  est  la  droite 
-/  le  et  (i 3')  la  droite  |j',  U. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Théorème  IV.  —  Les  trois  droites  a,Irt,  [i\lb,  y',  Ir  se  cou- 
pent en  Ha. 

On  trouverait  de  même  les  points  II^,  lie. 

ABC  et  Ilrt  H(!,Hc  sont  homologlques,  Tavc  (riiomologic  est  la 
droite  a',  3',  v'^ ,  ou  a  -f-  Jj  -f-  *'  =  o. 
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Le  centre  d'homologie  est  le  point 

abc 
/•a(2R  — Ta)'      r^,(2R  — r^/      /v(2K  — r^) 

ABC  et  Hé  Ha  Ho  sont  homologiques  ;  l'axe  d'homologie  est  la 
droite  a,  ^,  y'^  ou  a  -;-  ^  —  y  =  o. 

Le  centre  d'homologie  a  pour  coordonnées 


r6(2R  — /-i)  /"alaPi — ''a)        /(iR  — r) 

etc.,  etc. 

Enonçons  pour  terminer  le  théorème  suivant  dont  la  démonstra- 
tion est  facile. 

Théorème  A  .  —  Soit  w  l'un  des  quatre  centres  des  cercles 
tangents  aux  côtés  du  triangle  A,B,C,  [l'un  de  ces  centres 
est  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC  ;  les  trois  autres  for- 
ment un  triangle  directement  semblable  à  iVBC;  le  centre  de 
similitude  est  l' orthocentre  de  ABC,  et  le  rapport  de  similitude 
1  cosA  cosB  cos  C),  si  par  w  on  mène  les  trois  antiparallèles  aux 
côtés,  les  trois  distances  d'un  sommet  de  ABC  à  V antiparal- 
lèle du  côté  opposé  sont  égales  entre  elles. 


Sur  la  racine  carrée  des  nombres;  par  ^l.  Weill. 

(Séance  du  i6  juin  1886.) 

Soit  l'équation  x- —  n  ^  o,  n  étant  un  nombre  positif  et  a  un 
nombre  plus  grand  que  ^jn.  Le  nombre  a^,  donné  par  la  relation 


approche  plus  de  ^  n  que  a,  et  dans  le  même  sens  ;  de  même  pour 

c.  =^  —5— Cherchons  l'expression  de  «„.   Posons 

lai  ^  ' 

a,  =  a---  nb-,         bi  =  lah. 
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d'où 

«2  ^-  b-i  \J  n  =  (  «i-i-  6]  v//')'  =  <  «  —  b  \f  iif., 

î 

ttp-^  bp  y/n  =  (  a  -^  b  ^  n  y  . 

l^osant  2P  =  h,  il  vient 

a/'  -^  G|  « .  a/'-2  -+-  Cf,  /z2  a^'-i  -h .  .  . 


'/j 


Cla'^-i  +  Cf,n.aA-^ 


Lorsque  /«augmente  indéfiniment,  les  nombres  tels  que  ap  vont 
en  décroissant  constamment  et  tendent  v^ers  la  limite  yjn. 
Considérons,  d'autre  part,  la  substitution  itérative 


a^  -^  3  an 

3  a'-  -^  n 


où  a  est  un  nombre  positif"  plus  petit  que  y  «.  En  effectuant  cette 
substitution/?  fois  de  suite,  on  aura  une  suite  de  nombres  crois- 
sants, inférieurs  à  <^/n,  et  ayant  pour  limite  \^'n;  l'expression  de  a,, 
est,  en  posant  3p  =  h,  identique  à  l'expression  posée  plus  liaut: 
il  en  résulte  que,  h  croissant  indéfiniment,  la  limite  de  rip  est  J/i, 
quel  que  soit  le  nombre  a  d'où  l'on  est  parti. 

hn  posant  z  =:^  - — -,  on  trouve 
^  a 


et  cette  expression  confirme  le  résultat  trouvé. 
Revenant  à  la  première  substitution  et  posant 


il  vient 


a 

=  À, 

f  \/«. 

rti 

=  X, 

i /«. 

—  ) 

I  —  X2 

XIV. 
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piTr  suite,  en  faisant  A=  tanga,  /.,  =  langa,,  on  a 


2a  H — : 
2 


^2   =   4^ 


^3  =  8a +  2^: 

2 


a. 2/'  -+-  -  {2P—  i), 


d'où  une  nouvelle  expression  de  cip. 

Si  l'on  suppose,  dans  les  résultats  précédents,  cpie  a  et  «  dési- 
gnent des  nombres  entiers,  on  voit  que  l'on  obtient  des  valeurs 
approchées  de  \Jn,  les  unes  par  excès,  les  autres  par  défaut,  expri- 
mées par  le  quotient  de  deux  nombres  entiers.  On  arrive  à  un  ré- 
sultat analogue  en  partant  d'une  autre  expression  de  valeurs 
approchées.  Soient  a  et  b  deux  nombres  positifs,  a  <<  b,  et  com- 
prenant y//?  ;  soit 

,         n  -\-  ab 

hx  — 7-  ■> 

a  -^  b 

et  effectuons  p  fois  de  suite  cette  substitution,  nous  aurons  une 
suite  de  nombres  qui  auront  pour  limites  \/ ji.  Posons 


d'où 


I  -H  a  I  -I-  a^i 

a  —  i//i 

Xi=   7.     — , 

a  -+-  \/  Il 

_    rt  —  s/ n  [a  —  \/n 


\  a  -r-  V  n  J 


,,    ,  b         -^       a 

d  OU,  en  posant  -— =  A,  -—  =  [j., 
\  Il  \f  ti 


,         /-  (X-i-i)([ji-+-i)/' 

b„=  \/ n  -^^ — -= ; — 

'        ^       (  X  -)-  I  )  (  ;j.  -1-  r  )/' 


(À-i)(!^-i)/' 
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Telle  est  l'expression  de  bp  en  fonction  rationnelle  de  a  et  6,  et 
qui  tend  vers  \fii  pour/>  infini.   On  peut  encore  ici  introduire  les 
fonctions  trigonométriques,  en  posant 


b  =  iz  \J n,         bx  ^  i^\  \fn, 

d'où 


i\J  II 


^ 


[JX. 


et,    en   faisant  [j  =  tangto,    s  =  tangcp,   ;,  ==tang'^,,  on  en   con- 
clut 


5'm/'  le  développement  des  fonctions  elliptiques  en  séries 
trigonométriques  ;  par  M.  de  Presle. 

(Séance  du  -  juillet  1886.) 

1,  Expression  des  fonctions  elliptiques  en  dérivées  logarith- 
miques de  sommes  de  fonctions  ellipticiues.  —  Prenons  les  rela- 
tions 

Dsn5  =  cn5dn^,         Dcnx;=  —  dn^  sn^,         Ddn^=  —  A-sn^cn^; 

ajoutons-les  deux  à  deux,  après  avoir  multiplié  l'une  d'elles  par 
l'une  des  indéterminées  a,  [j,  y, 

Dcn^-+-aDdnG=:  sn^( —  dn^  —  aA^cn^), 
D  dn^+  ^  Dsn^  =  cnz(  — k'^snz -^  ^  dn^), 
Dsn^  -i-Yt)cn5  =dn^(cn^  —  Y^n;;). 

Déterminons  a,  ^,  yde  manière  que  les  premiers  membres  soienl. 
à  un  facteur  constant  près,  les  dérivées  des  seconds  facteurs  des 
deuxièmes  membres 


1        _     g  I   _     p  j_ 


d'où 


'i=±  de, 


—  13-2  - 
on  a  donc 

Ddn^zii  kD  en  z  =  z±    k  <n  z{dn  z  z^ /c  cnz), 
D  dnz±  ikD  snz  =  ih  ik  en ^ ( dn  ;:  dr  ik  sn z), 
Dcn-sdz    îD  sn;;  =  ±  j  dn^(cn^    zhisns), 

et,  par  suite, 

±k  pnc  =  D  log(dn^  —  A- cn^), 
±  ik  cn^  =  D  log(dn^  rh  ik  snz), 
±i    un  z  =^  D  Ionien  z  ±  i  ?,nz). 

2.    T lansj ormation  des  sommes  précédentes  en  produils.  — 
Prenons  les  relations 


\  2  /  k  sn  ^ 


en  I  5  H )  =  — 

A"  snz 


et 


A-  snz 


a        a  .     a 
1  sn  -  en  -  <m  — 
■1        1        1 
sn«  =  3 


I  —  A-sn*  - 


cn2 sn--  dn^  — 

%               ■}.          1 
en  a  =   

I  —  A-sn*  - 
1 


dn^ A-  sn-  -  en-  — 

,                          2                         2            3 
dnrt  =  • 

1  —  A-2sn*- 


Remplaçons  a  par  ;  H dans  les  dernières;  il  vient,  en  vertu  des 

premières, 

I  z        to'\        /;;        co'\  ,     1  z        (o'\ 


I 

k  sn  c  ,  o      / 

I  —  A-sn*i 

2 
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.  .  cn-i  - 


(^!)--a-f)-a-f) 


1  —  A-  sn^ 


ï  4 


<'"<3  -  "{)  --'''•'iizjhiit^ 


ik  en  z 

I  —  A-  sn*    - 


4 
ou  l)ien 


Asn«  = 


cn^  (  - 
—  idnz       = 


4/      \2       4/      \2       4 


/A  en  ^ 

2  sn  (  -  +  ^  )  en  (  -  -i-  ^  )  dn  (  -  -h 


ce  qui  donne,  pour  les  valeurs  des   sommes  des  fonctions  ellipti- 
ques, 


dnz  —  A  en  3    = 


'n  1 1 7  1  dn 


(In  ^  -f-  iA  sn^    = 


en  c  -f-  f  sn  ;; 


cl 


dn  z    ;-  A  en  ;  — 


.     /z         tù'\        (z         w'\ 
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dn^  —  ik  snc  =  — 


\i        4/      \2        4/ 


en  (  -  -^  — 
V 1       4 


cnz  —  f  sn^  = 


<-,sn(^-^)ci.(';-!ij 

les  trois  dernières  relations  donnent  lieu  aux  mêmes  calculs  que 
les  trois  précédentes;  nous  ne  nous  occuperons  que  de  celles-ci. 

3.  Dérivées  logarithmiques  des  fonctions  elliptiques.  —  Les 
dérivées  logarithmiques  des  fonctions  elliptiques  ont  pour  ex- 
pression 


10        7^"<             _  î££t 
g    0)      g         tù 

n  -^  1  )  1î  r  /                  2 1  n  -(- 1  )  ÏT  :  j  \ 

■±-i  -^  (^"-^i  ^  e 

w              g                  w              ) 

0 

I  —  ^"-1 

n-f-li":;/                21 71 -4-1  )7r:j  \ 

O)               g                   ÙJ                1 

0 

Dlo-dn--       î^^y  ^-"^'^« 

OJ                 g                      (iJ                   / 

e                          ^     ^ 

I  —  7^  2«-^i^ 

(Ces  formules  se  trouvent  à^AruXa  F  undanienta  noK'ci  de  Jacobi 
et  dans  le  Traité  des  fonctions  elliptiques  de  Briot  et  Bouquet, 
n«297.  p.  482.; 

4.  Expression  des  fonctions  elliptiques.  —  Des  formules  pré- 
cédentes, on  déduit 

D  lug snz  —  D  log en  ;;  —  D  log  dn  z 

^2n+l  l  g  OJ  .g  to  ) 


2 
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D  logcriw  —  D  logdn;:  —  D  logsn  z 

-,( 


212/1-1-1  )izzi  _  2I2H  +1)t::/' 


^'2 


to        2Tzz.t  _  2-:(  ^^,     _^  j  _^  q-2n+l 

g      (i)       g  M  0 

D  logdns  —  D  logsn^  —  D  logcn- 

2  7:;/  2  71  z  f 


a-i  e  '^    -+-6 


/     4(n4-ll7r:i  il  n  +l^Tizi\ 

w  47:i '^  5r2(«+i'\e        w  —e  ^         / 

27r-i  co    ^^  r -+- /72(«+l) 


(JU  2  7t;i  _  2TZzi  CO     .ibd  14-^ 


Remplaçons  c  par  -  +  -7'  ^  étant  égal  à  e  '^   ,  introduisons  les 


I        I       I 


facteurs  constants  7- '  — ,-  '    ■  qui  sont  les  inverses  des  coefficients 
/.•      ik      i  ^ 

de  sn:;,  en;;,  dn:;  dans  les  deuxièmes  équations  du  premier  para- 

fi)' 
graphe,  et  multiplions  par  la  dérivée  de"  -h  —  qui  est|  ;  nous  au- 

-*         4 
rons,  pour  les  expressions  cherchées, 


ou 


2 
snz  = 


/     i2n  -hl\TZzi  _(  2n -Ht  l7rc/\ 


A  lu       ^  i  —  qin+i 

0 

/     iîn  -hPllzi  _  (  2«  +1  ITTSiA 


Aw  ^  i-^^2«-+-l 

0 

/    il  n-t-WKzi  2(n  -HlItJ't 

\e        w         -1-e  ">        y 


-S 


^' 


I  -i-  ^2(«  +  l) 


«n^ 

= 

4- y/y 

k'M 

2 

0 

1 

qa 

.   (in 
sin 

to 

)- 

■*» 

i  1 

^  qln+\ 

rn^ 

= 

\-s/q 
A"  10 

2 

qn 

(2« 

cos  

-~  1 

(0 

Ul 

;; 

1  1  ' 

_  qia+i 

(In  ô 

~    ,     • 

-  1 

^ 

qii^l 

2 

en?  — 

(« 

2:_ 

l)7:« 
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EXTRAITS  DES   PROGES-YERBAUX. 


SEANCE  DU    lo  AVRIL  188o. 

PRÉSIDENCE   Uh:   M.    POIXCARÉ. 

Election  :  M.  Sauvage,  professeur  à  la  Faculté  de  ^lontpellier, 
présenté  par  MM.  Appell  et  Poincaré,  est  élu  à  runanimité. 

Communications  : 

M.  Humbcrt  :  Sur  V intersection  des  courbes  algébriques. 

M.  Poincaré  :  Sur  les  formes  d'équilibre  d'une  masse Jluide 
animée  d'un  mouvement  de  rotation. 


SEANCE   DU  6   MAI   I880. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    APPELL. 

Communications  : 

M.  Perrin  :  Sur  l'équation  de  Fermât  x'^ -\- y'^  =  ^'• 

M.  RaflTv  :  Su/-  les  quadratures  algébriques  et  logarithmi- 
ques. 

M.  Appell  :  Sur  l'emploi  des  polynômes  U,„,n  de  AI.  Hermite 
pour  trouver  le  polynôme  qui  approche  le  plus  d'une  fonction 
de  deux  variables  dans  des  limites  données. 


SÉANCE    DU    20    MAI    I880. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    APPELL. 

Élection  :  M.  WaUer  Dyck,  présenté  par  MM.  Appell  et  Paraf, 
est  «''lu  à  liinaniuiité. 
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Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Siii-  la  projection  de  Mevcator. 
M.  Appell  :  Sur  les  courbes  elliptiques  dont  l'aire  est  Jonc- 
tion de  V argument  ellipticjue. 


SÉANCE    DU    3    JUIN     I880. 

PRÉSIDENCE   DE    M.    POINCARÉ. 

Elections  :  MM.  Rouquet  et  Ferraz,  présentés  par  MM.  Appell 
et  Goursat,  sont  élus  à  riinanimité. 
Communications  : 

M.  llalon  :  Sur  V actinométrie  des  plaques  mobiles. 
M.  Halphen  :  Sur  le  développement  en  fractions  continues  de 

\/ax^  -^-  b  x'^ -\-  c  X  -\-  d . 


SEANCE  DU  i  NOVEMBRE  1885. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    Al'PEI.I.. 

Commun ications  : 

M.  Ralï'y  :  Sur  une  propositio/i  de  M.   Tcliebvclirf  relative 
aux  différentielles  alf^ébriques  intéii râbles  en.  ternies  finis. 


SÉANCE   DU   18  NOVEMBRE    188.;. 

PRÉSIDENCE    I»l-:    M.     VPPELf.. 

Election  :  MM.  Dcmarlres  et  lJaullie\  ille,  pi'ésenlés  par 
MM.  Poincaré  et  Appell,  sont  élus  à  l'unaniinité. 

M.  Vaneeek,  pic'senli'  jjai'  MM.  l*M(|iiet  cl  Maniilieun,  est  ('lii 
à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  (luccla  :  Sur  les  systèmes  linéaires  de  courbes  planes  uni- 
eursales. 
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M.  Fourel  :  Su/-  des  courbes  homologiques  et  polaires  réci- 
proques Vune  de  Vautre. 

M.  Weill  :  Sur  une  question  de  probabilités. 

M.  Poincaré  :  Sur  la  stabilité  de  Vanneau  de  Saturne. 


SÉANCE  DU  2  DÉCEMBRE  1883. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    APPELL. 

Communications  : 

M.  Haton  :   Sur  les  propriétés  de  (Ao  ). 

M.  Fouret  :  Sur  la  génération  des  courbes  unicursales. 

M.  Weill  :  Sur  les  courbes  unicursales. 


SÉANCE   DU    16  DÉCEMBRE    188o. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   APPELL. 

Communications  : 

M.  FoureL  :  Sur  la  génération  des  courbes  unicursales. 
M.  Poincaré  :  Sur  une  méthode  de  M.  Lindstedt. 
M.  Appell  :  Sur  une  généralisation  de  la  méthode  d'interpo- 
lation de  Lagrange. 


SÉANCE  DU  6  JANVIER    188C. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    APPELL. 

La  Sociélé  procède  au  renouvellement  de  son  Bureau. 

Communications  : 

M.  Fourel  :  Sur  une  généralisation  du  théorème  de  Kœnig. 

M.  Appell  :  Sur  la  figure  d'équilibre  d'un  /il. 

M.  Humberl  :  Sur  les  lignes  de  courbure  algébriques  planes. 

M.  Weill:  Sur  les  substitutions  itératives  rationnelles. 
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SÉANCE  DU  20  JANVIER   1880. 

PRÉSIDENCE   DE   .M.    POINCARÉ. 

Election  :  M.  Jablonski,  présenté  par  MM.  Appell  et  Weill,  est 
élu  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  un  mode  de  génération  des  courbes  de 
degré  m  à  point  multiple  d'ordre  m  —  i . 

M.  Humbert  :  Sur  les  lignes  de  courbure  algébricjues planes. 

M.  Poincaré  :  Sur  les  résidus  des  intégrales  doubles. 


SÉANCE  DU  3   FÉVRIER  1886. 

PRÉSIDEXCE   DE   .M.    POINC.\RÉ. 


Communications  : 

M.  Humbert  :  Sur  les  lignes  de  courbure  algébriques. 

M.  Fouret  :  Sur  une  équation  différentielle  du  premier  ordre. 


SÉANCE  DU   17  FÉVRIER   1880. 

PRÉSIDE>"CE   DE   M.    POINCARÉ. 

Election  :  M.  Wladimir  de  Maximovitch,  professeur  à  l'Uni- 
versité de  Kazan,  présenté  par  MM.  Lueas  et  Laisant,  est  élu  à 
l'unanimité. 


SÉANCE  DU  3  MARS   1886. 

PRÉSIDENCE    DE   .M.    l'OLRET. 

Communications  : 

M.  Paraf  :  Sur  les  courbes  de  i^enrc  un. 
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SÉANCE   DU    17   .MARS    188G. 

PRÉSIDEN'CK    DE   M.    IIUMBERT. 

Éleclions  :  M.  Lyon,  présenté  par  MM.  Ségiiy  et  Fouret,  est 
élu  à  runanimité. 

M.  de  Presle,  membre  démissionnaire,  est  admis  à  faire  de  nou- 
veau partie  de  la  Société. 


SÉANCE    DU   7   AVRIL    1886. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    HLMBERT. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  théorie  des  formes  et  Les  sous-im  a  riants. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  certaines  suites  numériques. 

M.  Humbert  :  Sur  les  courbes  de  direction. 


SÉANCE   DU   3   MAI    1886. 

PRÉSIDENCE   DE    M.    POINCARÉ. 

Communications  : 

M.  de  Presle  :  Sur  les  formes  quadratiques. 


SÉANCE   DU    19    MAI    1886. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    VICAIRE. 

Communications  : 

M.  r^cinoine  :  Sur  les  j)ropriétês  du  trianfilc 

M.  do  Presle  :  Sur  les  nombres  de  Bernoulli. 
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SÉANCE   DU   2   JUIN    188(3. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    POIXCARÉ. 

Coinmiuiications  : 

M.  Poincaré  :  Sur  les  fonctions  abéliennes. 

M.  Humbert  :  Siw  les  courbes  de  direction . 


SÉANCE   DU   7   JUILLET    1886. 

PRÉSIDENCE   DE    M.    POINCARÉ. 

Communications  : 

M.  de  Presle  :  Sur  le  développement  des  fonctions  elliptiques 

en  séries  t  ri  g  onomé  triques. 

cf         11  ■       m(in  ~  ])...(  m— p -^  \) 

—   Sur  l  expression -• 

'  \.i....p 

M.  Paraf  :  Sur  la  théorie  des  caractéristiques . 


SÉANCE  DU  21  JUILLET  188(1. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    POINCARÉ. 

Election:  M.  John  Fields,  présenté  par  MM.  Craig  et  Poincaré, 
est  élu  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Poincaré:  Sui-  l'équation  AV^^o. 

M.  de  Presle  :  Sur  la  décomposition  des  fractions  rationnelles 
en  éléments  simples. 
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Haton  de  la  Goupillièrc  :  Propriétés  nouvelles  du  paramètre 
différentiel  du  second  ordre. 

Humbcrt  :  Sur  les  surfaces  cyclides. 

Georg Cantor  :  Ueher  dieverschiedenen  Standpunktc  inBezug 
auf  das  actuale  Unendliche. 

Guccia  :  Sur  les  transformations  géométriques  planes  hira- 
tionnelles . 

—  Sur  les  transformations  Cremona  dans  le  plan. 
D'Ocagne  :  Divers  Mémoires. 

Wrtlter  Djck  :  Sur  /'Analjsis  situs  à  trois  dimensions. 


Sur  une  généralisation  du  théorème  de  Kœnig,   concernant 
la  force  'vive  d^un  système  matériel;  par  M.  G.  Fouret. 

(Séance  du  H  janvier  1886.) 

1.  A  l'occasion  d'une  Communication  de  M.  Gilbert  sur  la  force 
vive  des  systèmes  matériels,  M.  Resal  rappelait  récemment  (')  les 
élégants  théorèmes  donnés  sur  ce  sujet,  il  y  a  quelques  années, 
par  M.  O-  Bonnet,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Mont- 
pellier (-).  L'un  de  ces  théorèmes,  retrouvé  et  démontré  d'une 
manière  un  peu  différente  par  M.  Gilbert  (^),  est  une  généralisa- 

(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  i.  CI.  p.  \i!\o. 

(")  Mémoires  de  la  section  des  Sciences,  t.  I",  p.  l'i^- 

(  ')  Comptes  rendus  de.  l'Académie  des  Sciences,  t.  Cl,  ji.  ^i>:^'\. 
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lion  diin  théorème  Ijicn   connu  dû  à   Kœnig,   dont  l'application 
est  très  fréquente  dans  la  dynamique  des  systèmes. 

Le  théorème  de  M.  Bonnet  peut  s'énoncer  de  la  manière  sui- 
vante : 

Pour  que  la  force  vive  et  un  système  matériel  soit  égale  à  la 
force  vive  de  la  masse  totale,  supposée  concentrée  en  un  certain 
point  du  système,  augmentée  de  la  force  uive  due  au  mouve- 
ment relatif  du  système  autour  de  ce  point,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  vitesse  de  ce  dernier  point  soit  égale  à  la  projection, 
sur  sa  direction,  de  la  vitesse  absolue  du  centre  de  gravité  du 
système. 

Je  me  propose,  dans  cette  Note,  de  démontrer  un  théorème  très 
général  sur  le  déplacement  d'un  système  matériel  qui  conduit  im- 
médiatement, entre  autres  conséquences,  au  théorème  de  M.  Bon- 
net, et  qui  comprend  comme  cas  particulier  une  propriété  relative 
à  deux  systèmes  matériels,  que  j'ai  exposée  précédemment  dans  le 
Bulletin  de  la  Société  mathématique  ('). 

2.  La  proposition  qu'il  s'agit  d'établir  peut  s'énoncer  comme  il 
suit  : 

Lorsqu'un  système,  composé  de  points  en  nombre  et  de  masses 
quelconques  {-)iSe  déplace,  en  subissant  ou  non  une  déforma- 
tion quelconque,  la  somme  des  produits  obtenus,  en  multipliant 
la  masse  de  chaque  point  par  le  carré  de  son  déplacement,  est 
égale  au  produit  de  la  masse  totale  du  système,  multipliée  par 
le  carré  de  la  projection  du  déplacement  du  centre  de  gravité 
sur  une  direction  arbitrairement  choisie,  augmenté  de  la 
somme  des  produits  obtenus,  en  multipliant  les  masses  des  di- 
vers points  respectivement  par  les  carrés  des  déplacements  cju^ il 
faut  leur  imprimer,  pour  les  amener  dans  leur  position  finale, 
après  leur  avoir  fait  subir,  dans  la  direction  déjà  choisie,  une 
translation  commune,  égale  à  la  projection,  sur  cette  direction, 
du  déplacement  du  centre  de  gravité. 


(')  T.  XI,  p.  53. 

(^)  Les  masses  peuvent,  eu  p;irtie,  èlic  supposées  néifatives,  lorscju'oii  se  place 
à  un  puini  de  vue  t;é<)tiiélrii[ue. 
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La  dénionslralion  de  ce  théorème  se  déduiiail  lacilemenl  de 
l'analyse  dont  j'ai  fait  usage  dans  mon  précédent  Mémoire;  mais  il 
sera  plus  intéressant  de  l'établir  par  des  considérations  basées  sur 
les  notions  les  plus  élémentaires  de  Géométrie. 

3.  Soient  /;?,,  m,.  .  .  . ,  m,,  les  masses,  affectées  de  signes  quel- 
conques, de  n  points  composant  le  système,  et  occupant  respecti- 
vement les  positions  primitives  A,,  Ao,  .  .  . ,  A„  et  les  positions 
finales  A',,  A!,,  .  .  . ,  A)^. 

Soient  G  et  G'  les  positions  primitive  et  finale  du  centre  de 
gravité  du  svstème,  dont  la  niasse  totale  sera  désignée  par  M,  et 
GX  une  direction  arbitrairement  choisie.  Projetons  G'  orthogona- 
lement  sur  GX  en  G",  et  donnons  aux  divers  points  A,,  A^,  . .  . , 
A„  une  même  translation,  identique  à  GG",  en  grandeur,  direc- 
tion et  sens,  laquelle  amènera  ces  points  respectivement  en  A',. 
A'!,,  ....  A'^,  de  manière  que  l'on  ait 

(  I)  A,  A'I  =  A,  A',  =  . . .  =  A„  a;  =  GG". 

Projetons  enfin  A',,  A'^,  . .  .,  A^,  respectivement  en  B,,  B.j,  

B„,  sur  les  droites  A,  A,,  AoA'!,,  ...,  A„A'„.  En  vertu  d'un  théo- 
rème de  Géométrie  élémentaire  des  plus  classiques,  on  a,  dans  l'un 
quelconque  des  triangles  A,  A',  Aj ,  Ao  A'^  A'2,  . . . ,  A„  A,^  A"^, 


(2)  A/ A',-    =  A/AÏ   -f-A^-A/   -J- 2A,A}  X  A}B/     (?  =  i,  a,  .  . . ,  «), 

en  ayant  soin,  toutefois,  de  considérer  les  segments,  tels  que  A^B,, 
comme  positifs  ou  négatifs,  suivant  qu'ils  ont  le  sens  de  la  transla- 
tion, c'est-à-dire  le  sens  de  GG",  ou  le  sens  opposé.  Ajoutons  les 
n  relations  (2),  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  a??,, 
mo,  -..,  ui,i  :  nous  obtenons,  en  tenant  compte  des  égalités  (1), 


(3)  Sm/AM'/   =  :MGG"  -^Sm,A;v;   +9.GG"x  Z;n/A;B/. 

Considérons  le  plan  perpendiculaire  en  G"  à  GX  :  ce  plan  con- 
tient G',  dont  G"  est  la  projection  orthogonale  sur  GX.  En  dé- 
signant par  G),  Go,  .  .  • ,  C,i  les  points  d'intersection  respectifs  de 
A,  A'^,  AoA!,,  .  .  .,  A^A')^  avec  ce  plan,  on  a,  en  tenant  compte  des 
signes,  les  deux  égalités 

(4)  }l/??,B,C,- =  o,         Z»?,A'jC/=  o. 


Mo  — 


qui  expriment,  la  première,  que  G'  est  le  centre  de  gravité  du 
système  (A',,  A!,,  . . .,  A'„);  la  seconde,  que  G"  est  le  centre  de  gra- 
vité du  système  (A",,  A!,,  . . .,  A'^^). 

Or  des  relations  (4)  on  déduit  par  soustraction 


3^/«/A;B,  =  o. 
Par  suite,  la  relation  (3)  se  réduit  à 


(5j  Sm/A/A-   =M.GG"  -+-S/»,-A;A';  . 

C'est  l'expression  même  du  théorème  qu'il  s'agissait  de  démon- 
trer ('). 

4.  En  supposant,  comme  cas  particulier,  que  la  droite  GX,  dont 
la  direction  a  été  laissée  jusqu'ici  arbitraire,  coïncide  avec  GG', 
on  retrouve  immédiatement  un  théorème  que  j'ai  établi  dans  le 
Mémoire  déjà  rappelé,  et  dont  j'ai  déduit  très  simplement  plu- 
sieurs propriétés  connues  des  moments  d'inertie  relatifs  à  un 
point,  à  une  droite,  à  un  plan,  et  le  théorème  de  Kœnig  sur  la 
l'orce  vive  d'un  système  matériel.  Je  ne  reviens  pas  sur  ces  consé- 
quences. Je  vais  seulement  faire  voir  comment  le  théorème  de 
M.  Bonnet  se  déduit  avec  la  plus  grande  facilité  de  celui  qui  vient 
d'être  démontré. 

Supposons  qu'il  existe  un  point  O  du  système  matériel,  dont  le 
déplacement  total  OO'  soit  égal  et  parallèle  à  GG",  et  dans  le 
même  sens.  Le  déplacement  total  du  système  matériel  peut  alors 
être  considéré  comme  résultant  d'une  translation  égale  et  parallèle 
à  00',  qui  amène  A,  en  A'^' ,  et  d'un  déplacement  relatif  par  rap- 
port à  O',  qui  amène  A'^  en  A'^ .  La  relation  (5)  peut,  en  consé- 
quence, s'écrire 


(6)  2 m,- A,- a;-   =M.00'  -^  Sm.A-A/  . 

En  divisant  par  le  carré  du  temps  A^  que  dure  le  tléplacemenl. 


(')  II  est  facile  de  voir,  en  morlifianl  l('i;rremciiL  la  mafclic  de  la  démonstra- 
tion, que  la  relation  (3)  ne  se  réduit  à  la  relation  (5),  par  suite  de  l'annulation 
de  son  dernier  terme,  que  dans  le  cas  oii  GG"  est  la  projection  orthogonale  de 
GG'  sur  G\. 

XIV.  lO 
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et  faisant  tendre  A^  vers  zéro,  on  conclut  de  la  relation  (6)  une  re- 
lation qui  ne  contient  que  des  forces  vives,  el  qui  est  précisé- 
ment l'expression  du  théorème  de  M.  Bonnet. 


Sur  un  mode  de  transformation  des  déterminants; 
par  M.   G.  Fouret. 

(Séance  du  17  novembre  1886.) 

Avant  d'arriver  à   la  transformation   qui   fait    l'objet  de  celte 

Note,  nous  allons  démontrer  trois  théorèmes  préliminaires,  qui 

nous  seront  utiles  et  qui  présentent  d'ailleurs  quelque  intérêt  en 
eux-mêmes. 

Théorème  I.  —  Le  déterminant  du.  n'^"'^  ordre  (*) 


I  .     .     . 

I  I     0     I 

A„  =  i   1      I     0 


dont  tous  les  éléments  sont  égaux  à  l'unité,  sauf  les  n  —  i  der- 
niers éléments  de  la  diafionale  principale .,  qui  sont  nuls,  est 
égal  à  ( —  i)"^'. 

En  effet,  en  retranchant  la  seconde  colonne  de  la  première,  on 
obtient 


01      I 

1,0, 

A//  ^=  I   o      1      o 


1 

\        I 
I       0 

1     ' 
I 

=  — 

I        I 

r 

...      0 

n 

I        I 

0 

=  -  A„, 


(')  Nous  indiquerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  l'ordre  de  chaque  délerniinant  p;ir 
un  indice  placé  en  lias  et  à  la  droite  de  ce  déterminant. 
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On  a.  par  suile,  la  série  d'égalités 


A,j     —  —  A„_], 

A3      =-A,: 

d'ailleurs 

A  =2—1. 

En  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  en  conclut 

A„  =  (-!)«-'. 
Théoiiîîme  II.  —  Le  déterminant  du  n^ème  ordre 


B„- 


dont  tous  les  éléments  sont  égaux  à  V unité,  sauf  ceux  de  la 
diagonale  principale,  qui  sont  Jiuls,  est  égal  à  (11 —  i)  ( —  i)"~' . 

En  effet,  on  obtient,  en  ajoutant  les  /i  —  i  dernières  colonnes  à 
la  première. 


0 
I 

1 

I 

I 
0 
I 

I 

I 
I 
0 

1 

I 
I 
0 

\ia 


Il  —  I 

r 

I 

ji  —  r 

0 

I 

n  —  I 

1 

0 

Il  —  I 

I 

I 

0 

(«-0 


I      I      I 

I        O         I 

I      I      o 


(/?  —  i)A„. 


Donc,  en  vertu  du  tliéorème  précédent, 

B„  =  («-i)(-iV'- 


Tiii'.oni-.Aii:  111.  —  Le  détermii 


C„ 


ani  du  n'^""'  ordre 


—  lis  — 

dont  tous  les  éléments  sont  éi^aux  à  V unité,  sauf  ceux  de  la 
diagonale  principale^  cjui  sont  égaux  à  — \,  a  pour  ualeur 
(n  —  2)(—  2)"-*. 

En  efiet,  en  ajoutant  la  première  colonne  à  toutes  les  colonnes 
suivantes,  on  obtient 


C, 


—  I 

0 

0 

0 

0 

•2 

2 

t 

0 

•?. 

9. 

•}, 

0 

2 

I 

■À 

f) 

.        1 

=  • — • 

2 

2 

2 

1 

9. 

9. 

0 

/( 

2 

2        . 

0 

=  -2"-»B„_,; 


d'où  l'on  conclut,  en  vertu  du  théorème  II, 

C„  =  — ('«— 2)(— I)"-2'^.«-l  =  (il  —  ■i)(—  ■i,)n-l. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  le  théorème  suivant,  qui 
pourra  servir,  dans  certains  cas,  à  transformer  un  déterminant. 

Thkorî;:»!-:  IV.  —  La  valeur  d'un  déterminant  est  multipliée 
par  (n  —  2)2""',  et  changée  de  signe,  lorsqu'on  transforme 
n  lignes  parallèles  de  ce  déterminant ,  en  retrancliant  des 
éléments  de  chacune  d'elles  les  éléments  correspondants  des 
n  —  I  autres. 

Soit 


(1 

l> 

c 

..     k 

/ 

a 

A 

(t' 

!,■ 

(■' 

.  .     /  ' 

/' 

a' 

À' 

a"      //'      r" 


/."     /"     a" 


un  déterminant  d'un  ordre  m  f[uelcon([ue,  dont  nous  mettons  en 
évidence  les  n  premières  colonnes,  en  les  écrivant  en  caractères 
italiques.  En  appliquant  aux  n  premières  colonnes  de  ce  déter- 
minant D  la  transformation  spécifiée  dans  l'énoncé  du  théorème  IV, 
on  obtient  le  déterminant 


A  = 


b — c — ... —  /      — a -^  b — c — ... —  I 
I)' — c' — ... —  /'     — a' -\-b' — c' — ... —  /' 


—  h—c—. 


"—  b"—  c"- 


f" 


a"-r-  b" —  r" — ... —  /■ 


//'-  c"- 


/"        7."...l" 


Ud 


Or  ce  déterminant  A  est  le  produit,  effectué  par  lignes  horizon- 
tales, du  déterminant  D  et  du  déterminant 


G  = 


—  I     — 1 


—  I       o      o 

—  1      o     o 


(     o     o 
o      I      o 


On  a  d'ailleurs^  en  réduisant  et  s'appuyant  sur  le  théorème  III, 


(— ij«G„  =:--  — (/t  — 2)2"-'; 


\Jll    et    U 

cllIlCUl  3 
I          

—  l 

i  u  1 3  < 

—  1 

G  = 

—  I          — 

—  I 

I 

—  I 

—  I 

par  consé 

quent 

—  I 

I 

(I) 

A  = 

GD 

=  — 

(7t  — 2)2"-'. 

Le  théorème  se  trouve  ainsi  démontré  pour  le  cas  où  les  n  h'gnes 
parallèles  sur  lesquelles  on  opère  occupent  les  n  premiers  rangs. 
Mais  il  est  Lien  clair  que,  dans  le  cas  général,  on  peut  toujours 
amener  aux  premiers  rangs  les  /i  lignes  parallèles  de  D  que  l  on 
considère,  et  les  n  lignes  correspondantes  de  A;  car  on  ne  l'ait  ainsi 
que  multiplier  ces  deux  déterminants  par  la  même  puissance  de 
—  I.  La  relation  (i)  s'appliquant,  comme  nous  l'avons  démontré, 
aux  déterminants  D  et  A  ainsi  modifiés,  s'applique,  par  conséquent, 
aussi  à  ces  déterminants  non  altérés.  La  démonstration  du  théo- 
rème IV  est  donc  complète. 

Autre  démonstration.  —  Le  même  théorème  peut  se  démontrer 
d'une  manière  moins  élégante,  mais  plus  directe,  sans  s'appuyer 
sur  les  trois  théorèmes  préliminaires  et  sur  la  multiplication  des 
déterminants.  Pour  abréger  l'écriture,  nous  représenterons  les 
déterminants  D  et  A  par  leur  première  ligne  horizontale.  Les 
transformations  que  nous  ferons  subir  aux  éléments  de  cette  pre- 
mière ligne  horizontale  seront  supposées  appliquées  aux  éléments 
correspondants  de  toutes  les  autres.  En  vertu  d'une  remarque  déjà 
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laite,  il  suffira  d'ailleurs  de  faire  la  démonstration  sur  les  n  pre- 
mières colonnes. 

Eq  écrivant  A  sous  la  forme 

A=|  a — b  —  c — ...—  k  —  /     b  —  c — ... —  / — a      ...      l  —  a — b — ... —  /      . 

on  obtient  successivement,  en  ajoutant  la  premièi'e  colonne  aux 
Il  —  I  suivantes, 

A=  I  a  — 6  — e.  .  .— /,  —  /     —  2(c -f- r/  — .  .  .-^/ )      ...      —  2(  6 -^  c -f-.  .  .-=- A) 
=  (— i)"-i2"-'  '   «  — Z>  — c  — . .  .  —  k — /     c~d-7-...  —  I     ...      b-^c^...  —  k     . 

puis,  en  ajoutant  encore  la  première  colonne  aux  n  —  i  suivantes 
dans  le  déterminant  ainsi  transformé, 

A=( — n"-'9."-'|   a  —  b — c — ... —  /     ri  —  b     a — c      ...      a  —  /      ...    |, 

en  retranchant  ensuite  de  la  première  colonne  les   n  — ■  i   qui  la 
suivent 

A  =  ( — i)""i2«-i|  — (n  —  2)  a,     a  —  b.     a  —  c     ...     a  —  /      ... 
=  (  —  il"-i(/i  —  2)2"-'|   — a     a  —  b     a  —  c      ...      a  —  /     ...    |, 

en  ajoutant  enfin  la  première  colonne  aux  /i  —  i  suivantes 

A  =(— ij«-'^«  —  2)2"-»  ]    —  rt      —b      —c      ...      —1       ...    \ 
=  ('_,)2«-l('„_  2)2"-'  I    a       h       r       ...        l       ...     I, 

c'est-à-dire 

A  =  —  (  «  —  2  )2"-n). 

c.     Q.     F.     D. 

Remarque.  —  Avant  d'appliquer  au  déterminant  D  la  trans- 
formation qui  conduit  à  A,  on  pourrait  changer  les  signes  des 
éléments  d'une  ou  plusieurs  colonnes  de  D,  ou  bien  encore  mul- 
tiplier les  éléments  d'une  même  colonne  par  un  même  nombre. 
On  obtiendrait  ainsi  de  nouveaux  déterminants  dont  le  rapport  au 
déterminant  D  s'évaluerait  aisément  à  l'aide  du  théorème  qui  vient 
d'être  démontré. 

Exemple.  —  En  vertu  de  cette  remarque,  on  déduit  aisément 


—  loi 

du  théorème  IV  la  suite  d'identités 


abc 
a'  b'  c' 
a      b"     c" 


b  -\-  c  —  a       c  -+-  a  —  b       a  -\-  b 
b' -\- c  —  a      c -\- a  —  b'      a'-^b'- 


b'^  c"- 


b" 


b"- 


a  - 

-b-r^C 

a  —  b  —  c 

b  —  a  —  c 

1 

a'  - 

^  b'-+-  c' 

a  —  b' —  c' 

b' —  a' —  c' 

a- 

-  h-\-  c" 

a" —  b" —  c" 

b"—  a"—  c" 

a  - 

-b^c 

a  -h  b  —  c 

a  —  b  —  c 

4 

a- 
a- 

^  b'-^c' 
4-  b"-+-  c" 

a'-r-  b' —  c' 
a"-f-  b" —  c" 

a' —  b' —  c' 
à' —  b" —  c" 

et,  plus  généralement, 


a 


b  c 
a'  b'  c 
a      b"     c" 


4a[iY 


6  3   -^CY 

—  CfX 

c  Y  -î-  «  a  —  6  3 

ci'x   -^  6  ^  —  c  Y 

b"i  -i-c'Y 

■ —  a'  y. 

c'y  -t-  «'  a  —  b'  [j 

a  y.  -^  6'[j  —  c'y 

6"?-c"Y 

—  a"  a 

c'y  ^  a" a  — 6" 3 

a"  a  -i-  6"  ^  —  c"  Y 

a,  [j,  v  désignant  des  nombres  quelconques,  positifs  ou  négatifs. 


Sur   la   valeur   du   reste   des  formules   d'approximation 
pour  le  calcul  des  intégrales  définies;  par  M.  J.  Deuuyts. 

(Séanco  du  3  novembre  i886.) 

M.  Mansion  a  fait  connaître  récemment  l'expression  du  reste 
dans  la  formule  de  quadrature  de  Gauss  (').  Je  me  propose  d'in- 
diquer, dans  cette  jNotc,  un  résultat  plus  général  pour  les  formules 
d'approximation  des  intégrales  définies. 

L'emploi  des  fonctions  intei^polaires  rapproche  TanaJjsc  sui- 
vante de  celle  qui  a  été  exposée  par  le  savant  Professeur  de  l'Uni- 
versité de  Gand. 


C)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,   \"  semestre  )886,  p.  412! 
Bulletin  de  l'Académie  de  Belgique  (avril  1886). 
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1.  Je  désignerai  par  '^{x)  une  fonction  régulière  entre  les  limites 
réelles  a  et  Z>,  [a  -<  b),  et  par  a, ,  7.2,  .  .  . ,  a,^  ;  Ci, ,  |iJo,  .  . . ,  Jj«  deux 
groupes  de  quantités  distinctes  comprises  entre  a  et  b]  soient 

P(x)=  nCr— a,).        p{x}  =  Wix  —  '^i). 

La  l'onction  interpolaire  de  '■^'{■k)  par  rapport  aux  quantités  a,, 
7-2,  ....  a„,  [i,,  ^^Jo,  .  .  . ,  |jrt  est  représentée  par 


■^=2 


D'après  un  théorème  de  Caucliy  ('),  on  a 


o^"!-; 


I .  u .  3 . .  .  2  /(  ' 
'^  étant  compris  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  quantités 

■^î        ■'■X;        ■'■Il        •••!        -*«  )        pi)        l-'2)        •••)        p/!  • 

La  démonstration  de  ce  théorème  supj)0se  les  quantités  a,,  7.0,  .  .  ., 
a„-,  [S,,  1^2?  •  •  •>  i^rt  distinctes  entre  elles.   Pour  ce  qui  suit,  il  est 
nécessaire  de  connaître  la  valeur  de  •}  quand  on  fait  a/=  [i/. 
Je  prendrai  d'abord  Îj/=  7,-+-  0  :  la  quantité  -}  devient  alors 


(I  ) 


a,  -H  0  —  X 
P(a/+0) 


En  posant 
on  a  encore 


F(» 


o(  a  )  —  'i(:r  ) 


F(a)P(a-4-e)-}-F(a^0)P(a  — 0) 
(a)  P(a  — f)jP(a-f-O) 

s__  0-^['2F(a)P'(a)  — 2F'(a)P'(g)]  +  63[F'P"— l-"l''l 
02.2P'2(a)  ^  -^^  [—  4P'(  a)  P"'(  a  )  -^  3P"2(a)]  - 


Vu  iiioNcn  de  la  dernière  formule,  on  voit  que  y(o,x)  est  une 


(')  Œuvres  de  Caiichw  t.  V,  p.  !\r,(). 


—  1S3 


quantité  finie;  de  plus,  pour  les  valeurs  de  8  voisines  de  zéro, 
y  (0,  x)  varie  d'une  manière  continue.  On  peut  donc  trouver  une 
quantité  s  infiniment  petite,  telle  que  Ton  ait 


I  .2,0.  .  ."2/1 


T,  étant  une  quantité  infiniment  petite  ou  nulle  ('). 
D'après  la  formule  de  Gauchy,  on  a 


1 . 2 . 3 ...  2  « 
et,  par  suite, 

^  1 . 2 . 3 . .  .  2  n        1 . 2 . 3 . . .  2  /i 

si  l'on  désigne  par  ç  une  quantité  comprise  entre  les  mêmes  limites 
que  Ç. 

On  voit  par  là  que  le  théorème  de  Gauchy  est  applicable  à  la 
fonction  iuterpolaire  relative  aux  quantités  a/  et  ,3/  quand  on  fait 


II.   Soity(a:)  une  fonction  finie  continue  et  différente  de  zéro 
entre  les  limites  «,  ^;  la  valeur  de  l'intégrale 

1=1     /(x)  o(x)  dx 
peut  être  représentée  approximativement  par 

n 

Ii  =  ^A/g;(a;). 

i  =  1 

Dans  cette  formule,  les  coefficients  A,-  sont  indépendants  de  la 
forme  de  o{x)  :  ils  sont  déterminés  par  cette  condition,  (|ue  la 
différence  I  —  I(  est  nulle  pour 

<f{x)=^XP       (/?   =  O,   I,  2,   .  .  .,  /l  —  1), 

La  formule  d'approximation  est  la  plus  précise  quand  on  prend. 


(')  Quand  fix)  est  un  polynôme  de  degré  inférieur  à  2 /j -f- 1,  la  quantité  t^  est 
nulle  :  cela  résulte  de  la  formule  (i). 

XIV.  10. 


—  irji 


pour  le  polvnome  U(x  —  a/),  le  dénominateur  P„  de  la  /i'""^  ré- 
duite dans  le  développement  en  iVaction  continue  de  l'intégrale 


,0    j-,      ^  nb 


Dans  ce  cas,  la  formule  I  =  I|  est  exacte  quand  'f  (j^^)  est  un  polv- 
nome de  degré  (2/^  —  i). 

On  trouve,  de  différentes  manières, 

,  _c  V  ?(*i) 


P;,(a,-)P„_,(aO 


c,i  étant  un  facteur  numérique. 
Je  remarque  que  l'on  peut  écrire 

si  l'on  désigne  par  n2«_,  un  polynôme  du  degré  in  —  i  ;  '/(o,  x) 
représente,  comme  précédemment,  la  fonction  interpolaire  de 
cp(^)   par  rapport    aux    in    quantités   a,,    ao,    ...,   a„,    |j,  =  a,, 

P2  =  3^2 ,    •  •  •  ,    |J«  ^  î'-rt  •  ^ 

En  observant  que  l'on  a 

j'obtiens 

ou  bien 

I  — I,=  y(o,.r-i)  r  f{x)Yl{x)dx    (a<:r,  <6). 

Au  moyen  de  la  formule  (2),  on  a,  par  suite, 

I_I,=  — I — ^1_    /     f(x)Vl(x)dx\ 

^  a 

la  quantité  ç  est  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
valeurs  x,,  a,,  aj,  .  . . ,  a,|  :  elle  est  donc  intermédiaire  entre  a  et  b. 

C)  Heine,  Traité  des  fonctions  sphériqucs,  t.  II,  p.  22  (2"  édition,  1881). 
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Le  reste  R  de  la  formule  d'approximation 

(3)  •  XV(-)?(-)^-  =  ^«2pwfêrT^)^'' 

est  donc  représenté  par 

1.2.3.  .  .  2  71  J  ^^ 

Cas  particuliers.  —  Soient  /(^)  =  i ,  a  =  —  i ,  6  =  +  i  ;  le 
polynôme  ?«  ne  diffère  de  la  fonction  X„  de  Legendre  que  par  un 
facteur  numérique.  La  formule  (3)  se  ramène  immédiatement  à  la 
formule  de  Gauss. 

La  formule  (4)  donne 

c'est  le  résultat  auquel  M.  Mansion  est  parvenu. 

Une  autre  application  intéressante  se  rapporte  à  la  formule 
d'approximation 

n  —  l 


démontrée  dans  le  Cours  d'Analyse  de  M.  Hermite. 
On  a,  dans  ce  cas, 

P„(^)  =:  — —  cos«(arc  cosa;) 

et 

'f2"(0  I       /•'^'cos2/i(arccosa7)        _      -  ^'^"(t)  _ 

~    1.2.3.  .  .2rt     î"~' J  y/i ^2  ~    22"-»     I.2.3...2/l' 

m.  La  méthode  indiquée  ci-dessus  s'applique'lrès  simplement 
à  la  généralisation  de  la  formule  de  Cotes. 

Soit  F(^)  une  fonction  régulière  dans  l'intervalle  ab\  soient 
«I,  «2,  '  •  '1  (^m  n  quantités  distinctes  comprises  dans  ce  même  in- 
tervalle. 
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L'intégrale 

rt  ' 

[jcul  être  représentée,  avec  le  degré  de  précision  n,  par 

n 

quand  les  quantités  a/  sont  données,  on  détermine  les  coeffi- 
cients A/  par  les  conditions 

Jf     F(x)xP  dx  =y  AaP     (/>  =  o,  i,  2,  . . . ,  n  —  i). 

Soit 

(a;  —  ai){x  —  «o)- • -(^ — «/2)  =  II(a;); 

on  trouve,  comme  précédemment,  pour  le  reste  de  la  formule 
d'approximation, 

R=/     F{x)U(x)xl{x)dx    (1), 

si  l'on  désigne  par  a(x)  la  fonction  interpolaire  de  'f  (.r)  par  rap- 
port aux  quantités  «(,  «o,  .  .  . ,  <7„. 

Par  l'application  du  théorème  de  Cauchy,  on  trouve 

Cette  formule  est,  du  reste,  susceptible  d'expressions  plus  simples 
ou  plus  précises,  suivant  la  forme  de  F(\r)  et  suivant  les  valeurs 
de  a,,  a-î,  .  .  .,  a«. 

(')  Cette  formule  a  été  employée  dans  un  cas  particulier  par  M.  Mansion. 
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Multiplication  de  deux  déte?' minants  de  même  degré; 
par  M.  A.  de  Presle. 

(Séance  du  i"  décembre  1886.) 
Soient  les  déterminants 


A  = 


Nous  avons 


«12         .  .  . 

au, 

bn 

b,,      . 

.      but 

«22         •  •  • 

(1-1,1 

J}  = 

b-n 

b-ii      . 

.      b,. 

a„2      . . . 

(^11,1 

b,n 

b,rl       ■ 

■  ■       b„a 

AB  = 

SA(  = 

=  ^iiu^iP'.- 

■  ■  b,ip 

J> 

/?!,  P'i,  .  .  .,  Pu  étant  une  combinaison  des  nombres  i,  2, 

de  sorti 

du  déterminant  B. 


de  sorte  que  ±:bspb.,p^. .  .6,,;,  ^_  est  l'expression  générale  d'un  terme 


En  désignant  par  [rt]p  la  colonne 


'ii> 


^ip 


a,i„  ] 


A=± 


de  sorte  cpie 

mais  nous  pouvons  supprimer  le  double  signe  ;  en  elTet,  d'une  pari, 
le  terme  6i/>,^2/j>«  •  -l'np,,  du  déterminant  Best  afl'ecté  du  signe  plus 
ou  du  signe  moins,  selon  que  l'on  passe  de  ce  terme  au  terme 
principal  par  un  nombre  pair  ou  par  un  nombre  impair  d'échanges 
deux  à  deux  des  indices/»;  mais,  d'autre  part,  pour  être  égal  au 

déterminant  A,  le  déterminant  |  [''<]/?,  [^'j/'-*  *  •['''^]/'»l  ^^^'^  ^^^'*^  '^^~ 
leclé  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  selon  que  l'on  passe  de  ce 
déterminant  au  déterminant  A  par  un  nombre  pair  ou  par  un 
nombre  impair  d'échanges  deux  à  deux  des  indices  /?  ;  nous  pou- 
vons donc  écrire 


AB  —  i:    [«]/,,[«]/;,.  •■[a\n„  I  bii,,b.2,>,.  .  .b,,,,,^. 
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Cela  posé,  pour  multiplier  le  déterminant  du  second  membre 
par  bip^b.jp,.  •  'b,ip^,  il  suifil  de  multiplier  la  première  colonne  par 
b,p^,  la  seconde  par  b-^p,,  et  ainsi  de  suite;  donc 

AB  =  X  I  [«]/,, 6,/,,     [a]p,b.2p,      ...     [a]pnb„pn\- 

Pour  former  celte  somme,  considérons  la  Tableau  formé  de 
n  groupes  de  n  colonnes 

[a],6„,  [«],&„,  ...,  [«]„6,„;     [a],6,„  [a],b,,,  ...,  [a]„6,„;     ...;     [a],6„„  [a]^b„^,  ...,  [a]„è„„. 

11  faudra  former  tous  les  déterminants  partiels  possibles  avec  une 
colonne  de  chaque  groupe,  mais  en  évitant  de  prendre  deux  co- 
lonnes occupant  le  même  rang  dans  leur  groupe. 

Cette  dernière  restriction  est  inutile;  car,  en  ne  la  faisant  pas, 
on  introduit  seulement  dans  la  somme  des  déterminants  partiels 
nuls  comme  avant  deux  colonnes  formées  d'éléments  proportion- 
nels*, donc  tous  les  déterminants  partiels,  dont  Taddition  constitue 
AB,  ont  leur  somme  égale  à  un  déterminant  unique  de  même 
degré,  et  l'on  a 

VB-|.[«],^,+  [a],6„+...+  [a],.^J[a],^,--[aLZ>,,+...^[«]„6,J...|[a],6„,-4-[aL6„,-^...+  [a]„^, 
Un  terme  Cpq  de  AB  a  pour  expression 

Cpq  =  aipOxfj  -r-  Cl-=lpl>1<]  -T-  .  .  .  —  Clupbnq  \ 

doù  la  règle  connue  pour  avoir  le  terme  général  du  produit  de 
deux  déterminants. 


Question  de  probabilité  ;  par  M.  Weill. 

(Séance  du  i"  décembre  1886.) 

Considérons  k  événements  différents,  également  probables,  et 
p  épreuves  consécutives;  cherchons  la  probabilité  pour  qu'un  des 
événements  considérés  et  désigné  se  produise  au  moins  deux  fois 
de  suite  dans  l'ensemble  des/>  épreuves. 

Représentons  par  des  lettres  différentes  les/révénements,  et  soient 
«7  l'événement  que  l'on  considère,  X(/?)  la  probabilité  cherchée. 
Le  nombre  de  cas  possibles  étant  kP.,  le  nombre  de  cas  favorables 
est  kPX{p). 


—  lo9  — 

Ce  nombre  est,  d'autre  part,  égal  à  k  fois  le  nombre  de  cas  fa- 
vorables présentés  par  (/?  —  i)  événements  consécutifs,  c'est- 
à-dire  à 

A-pX(/>-i), 

augmenté  du  nombre  des  cas  défavorables  présentés  par  les  (/?  —  i) 
événements,  mais  terminés  par  l'événement  «.  Ce  deuxième  nombre 
est  égal  à  la  différence  entre  le  nombre  des  cas  défavorables  et  le 
nombre  de  ceux  non  terminés  par  «,  c'est-à-dire  à 

/./'-•  [i  -  \(p  —  I)]  —  ki>-Hk  -  i)[i  —  \{p  —  1)]. 

On  a  donc  la  formule  de  récurrence 

kp  \{p)  =  ki>  \{p  —  i)H-  A/'-i  [i  —  \{p  —  i)]  —  ki'-^-{k  —  \)[i  —  X(  /?  —  2)J 

ou 

\{p)=  ^^X{p-i)-h  -^-^X(/>--i)-+-  ^. 

L'expression  de  X(/?)  est  de  la  forme 

'  k-  —  I 

a,  [6,  C,  C  étant  des  constantes  que  l'on  sait  déterminer  par  la  mé- 
thode de  Lagrange. 

On  peut  raisonner  autrement  :  supposons,  en  représentant  les 
/»■  événements  par  des  lettres,  que  A  lettres  précèdent  le  premier 
groupe  de  deux  lettres  a  consécutives  que  l'on  rencontre;  le 
nombre  de  cas  présentés  par  ces  A  lettres  est  égal  à 

Le  nombre  total  des  cas  favorables  est  donc  égal  à 

^    (/,_,, A.),-.[i_X(X-i}l. 

En  égalant  cette  somme  à  \.{p)/xP,  on  aura  une  formule  de  ré- 
currence permettant  de  calculer  X(/;).  En  égalant  les  résultats  de 
ces  deux  méthodes,  ou  aura  une  identité  algébrique. 
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ERRATA. 


Pages. 

io8,   ligne  4  en  remontant,  nu  lieu  de  laùx'fi  cos-c,  lisez  4«6aJîcos-C. 
m,   ligne  i3  en  remontant,  après   BC,  AC,  AB,   ajoutez   et   tangentes  au  cercle 
inscrit. 

112,   ligne  17,  après  (J^)»  ih.)'  ih)'  ajoutez  et  sont  tangentes  chacune  à  un  des 

cercles  ex-inscrits. 
112,   ligne  22,  au  lieu  de  r^,  i\,  /-,,,  lisez  /•,,,  /•,,,  r.. 

ligne  24,  au  lieu  de  i\,  /•,,,  i\,  lisez  i\,  r^,  /•,,. 

ligne  26,  au  lieu  de  i\,  i\,  r^,  lisez  /•,,,  r^,  i\. 

112,  après  la  ligne  26,  ajouter  :  Les  triangles  formés  par  les  droites  (i),  (G),  (S); 

(JJ,  (6),  (8);  (JJ  i\),  (7);    (Ja).  (J,.)»  (7);  (JJ>  (JJ.  (8);  etc.,  sont  homo- 
tliétiquesavecABCet  les  centres  d'iiomothctic  sont  respectivement  les  points 

—  '■„,  'V'      '■/.  •         '*'    '",'  ';. •         — ''y  '";.'  '■,  ■ 
j\,   )\,  —  /•:         /•,,,  /•,,,  /•  :  


128.  Dans  le  tUéorcme  V,  ligne  4  de  ce  théorème,  il  faut  ajouter,  après  ABC: 
si  ce  dernier  est  acutangle  et  inversement  semblable  s'il  est  ohtusangle; 
et  ligne  5,  au  lieu  de  :  orthocentre  de  ABC,  lisez:  le  point  U  dont  les 
coordonnées  sont  :  a  tangA,  b  tangB.  c  tangC  rencontre'  déjà  page  ti8. 
ligne  9.  Le  point  U  est  le  centre  d'homothctie  du  triangle  formé  par  les 
pôles  des  cotés  par  rapport  au  cercle  circonscrit  et  du  triangle  orlhocen- 
trique  ;  la  polaire  trilinéaire  de  U  est  perpendiculaire  à  UK,  K  étant  le  point 
de  Lenioine;  UK  est  la  polaire  trilinéaire  du  symétrique  de  U  par  rapport 
à  K. 
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magne). 

Lni VILLE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  4«,  à  Paris. 

LORIV,  ancien  élève  de  l'É^cole  Polytechnique,  rue  du  faubourg  Saint-Honoré,  rS6.  à 
Paris. 

Ll'C.AS,  professeur  au  lycée  Saint-Loiris.  i,  rue  Routarel,  à  Paris. 

LVO\,  étirdiant  en  Mathématiques,  boulevard  Arago,  Sg,  à  Paris. 

MACE  llE  LEi'INAY.  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  l\  ,  rue  de 
rOdéon,  21,  à  Paris. 

MALEVX,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Dame-des-Champs,  44/  à  Paris. 

MALLOl/EL,  rue  de  l'Estrapade,    i-,  ii  Paris. 

MAN.MIEIM,  professeur'  à  l'École  Polytcchrriquc.  rue  de  la  Pompe,  1  i.  à  Paris-Passy,  S.  P. 

.MAHEIIAND,  ancien  élève  de  l'École  Polytechniqire,  rue  de  Poissy,  i3.  à  Paris. 

MAliSILLY  (le  général  de),  rue  Chante-Pinot,  à  Auxerre. 

MARTIX  (  Artenias).  maître  ès-arts.  docteur  en  Philosophie,  à  Erié  (  Pensylvanie). 

MATIIIEl  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Scieirccs,  rua  du  Faubourg-Sainl-Jean,  21, 
à  Nancy. 

MWIMOVIIEII  (Vladimir),  professeur  à  l'Université  de  Kasati  (Russie). 

)IEIiCEItEAF,  licencie  es  sciences,  rue  Gay-Lussac.  38,  à  Pari.. 

MITTAG-LEFFLEIl,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède;. 


MOITAUD,  inspecteur  général  des  Mines,  esaminateiir  à  l'École  Polylccluiii|ii(',  rue  du 

Val-de-Grâce,  9,  à  Paris. 
\EIBERC,  professeur  à  l'Athénée  royal,  rue  Sclessin,  <>,  à  Liège  (Belgique). 
OCAliNE  (n'),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Fonderies,  8,  à  Rochefort- 

sur-AIer  (Gharente-lnfér.) 
OVIDIO  (Enrico  d'),  proCesseur  à  l'Université,  piazza  Statuto,  17,  à  Turin. 
PAXEK  f  Auguste),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohême). 
l'All.VF,  agrégé  des  Sciences  mathématiques,  maître   de   conférences  à  la  Faculté  des 

Sciences,  rue  de  la  Pépinière,  22,  à  A'ancy. 
PARMEMIEU  (le   général),   membre  du    Comité   des   fortifications,   rue    du   Cirque,  5. 

à  Paris. 
PARKAN,  ingénieur  des  Mines,  avenue  de  l'Opéra,  26,  à  Paris. 

PATLRET,  ancien  élève   de  l'École  Polytechnique,  à  Valegnat,  par  Bellenaves  (Allier). 
PAL'TOWIER  (l'abbé),  professeur  au  collège  Stanislas. 
PELLET,  professeur  à  la  Fa(;ulté  des  Sciences,  à  Clermont-Ferrand. 
PELLETREAl,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Conslantine  (Algérie). 
PERCIN,  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  au  16°  d'Artillerie,  à  Clermont. 
PERI!1\,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Erpelle  5,  au  Mans,  S.  P. 
PEROTT  (Joseph),  à  Port-Navalo,  par  Arzon  (Morbihan),  S.  P. 
PlilLIPPO\,  seciétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris. 
PICARD  (  Emile),   professeur  à   la  Faculté   des   Sciences,  rue    de    l.i    Sorbonne,   2,   ;i 

Paris. 
PlCQl'ET,  capitaine  du  Génie,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Mi- 
chel, 7.3,  à  Paris. 
PISTOYE  (de),  capitaine  d'Artillerie,  rue  Montbaurin,  20,  à  Versailles. 
POIXCARÉ,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  des  Mines,   professeur  à  la   Faculté  des 

Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 
POKORW  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  h  Prague  (Bohême). 
POI.IGVAC  (prince  C.  de),  villa  Jessie,  route  de  Grasse,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes),  S.  P. 
POISSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers. 

PRESLE  (de),  sous-intendant  militaire  en  retraite,  rue  Monge,  82,  h  Paris. 
PRiCE  (Bartholoméo),  |>rofesseur  à  l'Université,  a.  Oxford  (Angleterre). 
Pl'tCIARELLI,  répétiteur  au  lycée  Saint-Louis. 

PlTZ(ie    général),  rue  Saint-Méry,  98,  à  Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 
UAIIAI',  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 
RAFFï,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Denfert-Rochereau,    i(), 

.i  Paris. 
RA\CY   (.de),    directeur   général    de   la   Compagnie  d'assurances   /e   Sole'/,  boulevard 

Malesherbes,  84,  à  Paris. 
REIVACII  (liaron  de),  ban<iuier,  rue  de  la  Bourse,  '\,  à  Paris. 
REY  (Casimir),  professeur  à  l'École  régimentaire  du  Génie,  boulevard  de  la  Reine.  20, 

il  Versailles. 
RIBAICOIR,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Phili])pevilk'  (Algérie). 
RIDOT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  i,  il  Dijon. 
RODET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  63,  il  Paris. 
ROIART,  ingénieur  civil,  boulevardjil'nltairc,  137,  il  Paris. 
ROKIIIE    (Eugène),   professeur  au  Conservatoire   des   Aris    et   Métiers,   examinateur  il 

l'École  Polytechnique,   boulevard  Saint-Germain,  2i3,  à  Paris. 
ROrOlET,  professeur  au  lycée,  Toulouse  (Haute-Garonne). 
ROISSELIX,  professeur  au  lycée  Fontanes,  boulevard  Pereire,   i2'(.  i»  Paris. 
SA1\T-PAIL  (UicLP  de),  ciuf  d'etat-m.i]or  tic  l'artillerie  du  10'  corps,  il  Rennes  (llle- 

et-\ilaiiie  ). 
SARRAl',  membre  de  llnstitut,  prof,  il  l'École  Polytechni<]ue,  avenue  Daumesnil,  9  bis. 

il  Saint-Mandé  (Seine). 
SARTIAIX,  in{;enieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,   chef  adjoint  de   l'exploitation  il 

la  Con)[>agiiie  ilu    clicniin    de  fer  du  Aord,  ii  Paris. 
SAlVAtE,  prufesseiir  a  lu  Faculté,  Marseille   (  Houclies-dii-RI'.ône  ). 
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SCHLEGËI,  (D'  Victor),  à  Wareii  (Allemagne). 

SCHOITE,  professeur  à  Groningue  (Hollande). 

SCHUBEIIT,  professeur,  Steindam,   107,  à  Hambourg  (Allemagne). 

SEGIV,  rue  Pascal,  1,  à  Paris. 

SELIVANOFF,  attaché,  à  l'Université,  à  Saint-Pétersbourg. 

SIMART,  lieutenant  de  vaisseau,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  navale,  rue  de 
INIiroménil,  70,   à  Paris. 

SniOWET,  chef  d'escadron  d'artillerie,  h  Versailles. 

SOM\E  (Nicolas),  pi-ofesseur  à  l'Université,  h  Varsovie  (Russie). 

STAUKOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  Commerce,  rue  Forgowaja,  ^^g,  à  Odessa 
(Russie). 

STEPHA\OS  (D''  Cyparissos),  professeur  à  l'Université  d'Athènes  (Grèce). 

STIELTJES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  d'Alsace-Lorraine,  48,  ii  Toulouse. 

STIIDNICKA,  professeur  à  l'Université,  à  Praf^ue  (Bohème). 

SYLOW,  professeur  à  l'Université,  Frederikshald  (Norwège,  S.  V.). 

TAWERY  (Paul),  ingénieur  du  service  de  l'expertise  à  la  Manufacture  des  Tabacs» 
faubourg  Saint  Honoré,  221,  à  Paris,  S.  P. 

TAWEUY,  sous-directeur  de  l'École  Normale  supérieure,  45,  rue  d'Ulm,  à  Paris. 

TARUY  (Gaston),  rccov(!ur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzel,  à  Algor. 

TCIIEBICHEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg. 

THEWISS,  docteur  es  sciences  de  l'Université  de  Liège,  rue  Casimir-Delavigne ,  3,  à 
Paris. 

TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Monsieur-le-Prince,  18,  a  Paris. 

TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (  Isère). 

TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 

TRESCA,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  château  de  Courtozé,  par  Vendôme  (Loir- 
et-Cher). 

VAdQIJANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint- Michel,  i>,  à  Paris. 

VAXDAME,  lieutenant  d'artillerie,  démissionnaire,  rue  de  la  Vignette,  65,  à  Lille. 

VAN'ECEK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

VAXÈCEK  (M. -M.),  répétiteur  de  l'École  Polytechnique  tchèque,  à  Prague  (Bohème). 

VICAIRE,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 

VIELI-ARD,  manufactuiier,  aux  (orges  de  Morvillars  (territoire  de  Belfort). 

VOLLOT  (.Iules),  professeur  de  Mathématiques  au  lycée,  à  Alger. 

WAIiCKEXAER,  ingénimir  des  Mines,  9,  rue  Bayard,  il  Paris. 

YVElIil,,  professeur  de  Mathématiques,  8  bis,  rue  de  la  Station,  au  Vésinet  (Seine-et- 
Oise). 

WEYR  (D"'  Edouard),  professeur  ii  l'École  Polytechnique,  a  Pra^ie  (Bohème). 

WEYR  (D'  Emile),  professeur  à  l'Université,  Hauptslrasse,    109,  à  Vienne  (Autriche). 

W'1LS0\,  député,  au  palais  de  l'Elysée,  à  Paris. 

WOR.IIS  DE  R0M1I,I,Y,  iiijïénieur  en  chef  des  Mines,  rue  de  Balzac,  7,  ii  Paris. 

ZABOI.DSkY,  capitaine  de  l'Artillerie  russe,  professeur  à  l'École  d'Artillerie,  ix  Saint-Pé- 
tersbourg. 

'itELIiER  (Charles),  recteur  du  sémiii.ure,  à  Mai'Kgrœningen  ,  \\  iirlcinlierg   . 

ZEUTHEiV,   professeur  à  l'Université,  Càladelsvej,  9,  h  (Jopenliaguo. 


SOCIETAIRES    I'  E  U  P  E  T  U  E  I.  H. 

BE\OIST,  docteur  en  droit. 

BISCIIOFFSIIEIM,  bancpiier. 

BIEIVAYMÉ,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

BORCHARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé) 

BRO(;\RD,  capitaine  du  Génie. 
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f.HASI.ES,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

(.LAlDE-LAFO\TAI.\E,  banquier. 

GAIITIIIER-VILLARS,  éditeur. 

IIAI.PIIE\,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 

IIATO\  DE  l,A  GOLPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut. 

IIERMITE,  membre  de  l'Institut. 

IIIRST,  directeur  des  études  de  rÉcole  navale  de  Greenwich. 

JORDA\,  meml)re  de  l'Institut. 

I,AFF0\  DE  LAltÉDAT,  amiral  (décédé). 

MANMIEIM,  professeur  à  l'École  Polytechnique. 

l'EROTT  (Joseph). 

PERR1\,  ingénieur  en  chef  des  Mines. 

POLIG\AC  (prince  C.  de). 

RAFFY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences. 

SYLOW.  professeur  à  l'Université,  Frederikshald. 

TAWERY  (Paul),  ingénieur  des  manufactures  de  l'État. 

TARRY,   receveur  des  Contributions  diverses. 

TCHEBICIIEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

VIELL4RII.  manufacturier. 


Modifications  survenues  depuis  le  1"  janvier  1886. 

DÉMISSIONNAIRES. 

BRÉSARD,  professeur,  à  Paris. 

COLLET,  professeur  à  la  Faculté  de  Grenoble. 

IIILAIRE.  professeur,  à  Douai. 

LEORMI.  a  Cuen. 

NOUVEAUX    MEMBRES. 

BARBERE.VA,  ingénieur  topographe,  à  San-Salvador. 
BRIÎVEL,  [irolésseur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. 
CASPARY,  professeur  au  collège  Humboldt,  à  Kerlin. 
Dl\CA\,  assistant  à  l'Université  John  Hopkins. 
FIELDS,  professeur  à  l'Université  John  Hopkins. 
HAIPTMAW,  ingénieur  aiix  Chemins  de  fer  russes. 
LIDIVILLE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 
LYO\,  étudiant  en  Mathématiques,  à  Kharkof. 
SIAXniOVll(;il,  professeur  à  l'Université  de  Kasan. 
SriELTJES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 
THEWISS,  docteur  de  l'Université  de  Liège. 


LAGIKRRE,   membre  de  l'Institut. 

MALMSTÉIV,  conseiller  d'État,  à  Upsal. 

TRASBOT,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 

SYLVA  (da),  à  Lisbonne. 

llliGOiVIOT,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 

Académie  Royale  dos  Sciences  d'Amsterdam. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bologne. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique,  à  Bruxelles 

Académie  des  Arts  et  des  Sciences  du  Connecticut  (Etats-Unis  d'Amérique). 

Académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Roy:ile  des  Sciences  physiques  et  mathématiques  deNaples. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei,  h  Rome. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

y4cta  Mathcmaticn  (rédacteur  M.  Miltag-LefTler,  à  Stockholm). 

American  Journal  of  Mathematics.  publié  par  l'Université  de  John  Hopkins,  h' Balti- 
more (i-édacteur  M.  Thomas  Craig.  à  Baltimore). 

Annales  de  l'Ecole  Normale  supérieure. 

Annali  di  Matematica  (rédacteur  M.  Brioschi,  à  Milan). 

Arclli^>  for  Mathematik  og  yaturvidenshab  (rédacteurs  MM.  S.  Lie  et  W.  Mnller,  à 
Christiania). 

Archiv  fur  Mathematik  und  Physik  (rédacteur  D"'  Hoppe,  Prinzenstrasse,  69,  à  Berlin, 
S.  W. 

Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences,  à  Paris. 

l'iulletin  des  Sciences  mathématiques  (rédacteur  M.  Darboux). 

Casopis  pro  péstovânimatheniatiky  a /;^î/A;- (rédacteur  I\I.  Eduard  Weyr.    à   Prague)' 

Circolo  Matematica,  à  Palerme. 

Ecole  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Giornale  di  Matematiche  (rédacteur  JL  Battaglini,  à  Rome). 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Lettres,  à  Milan. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres  et  Arts,  à  Venise. 

Jahrbuch  ilber  die  Fortschritte  der  Mathematik  (rédacteur  M.  Cari  Ohrtmann,  à  Ber- 
lin). 

Jornal  de  Sctencias  matematicas  e  astronomicas  (rédacteur  M.  Gomes  Teixcira,  à 
Coïmbre). 

Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 

Journal  f tir  die  reine  und  ange^vaiidte  Mathematik,  à  Berlin. 

Mnthematische  Annalen  (rédacteur  M.  Félix  Klein,  à  Leipzig). 

Mathesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand,  et  Neuberg.  à  Liège). 

Meteorologisctic  Zcitschrifl. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Société  Royale  d'Édihibourg. 

Société  des  Sciences  de  Finlande,  à  Helsingfors. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences,   à   Harlem  (Hollande). 

Société  mathématique  de  KharkolT  (Russie). 

Société  astronomi(|ue  de  Londres. 

Société  niatiiématique  de  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 

Société  matlumatique  de  Moscou. 
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Société  mathématique  d'Odessa  (Russie). 

Société  philomalhique  de  Paris. 

Société  mathématique  de  Prague. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe,  à  Leipzi[i;. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal  (Suède). 

Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 

Société  scientilique  de  Bruxelles. 

Université  Royale  de  Pise. 

Tidsskrift  for  Mathematik  (rédacteur  M.  Zeuthcn,  à  CopenIia[;ue\ 

Tijdschrift  voor   Vornileer,  rekeiikunde    en   de    beginseleii    der    Fiskiiiidc    (rédacteur 

M.  Versluys,  à  Amsterdam). 
Zeitschiift  filr  Mathematik  iind  Physik  (rédacteur  D''  Oscar  Schloniilch,  à  Dresde). 


STATUTS  DE  LA  SOCIÉTÉ. 


ÂRTiCLr:  PREMIER.  —  La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  l'a- 
vancement et  la  propagation  des  études  mathématiques  pures  et  appliquées. 
Elle  V  concourt  par  ses  travaux  et  par  la  publication  des  mémoires  de  ses 
membres.  Son  siège  est  à  Paris. 

Art.  2.  —  Aucune  communication  ou  discussion  ne  peut  avoir  lieu  sur 
des  objets  étrangers  aux  .Mathématiques. 

Art.  3.  —  La  Société  se  compose  de  membres  résidents  et  de  membres 
non  résidents. 

Les  Français  et  les  Etrangers  peuvent  également  en  faire  partie. 

Art.  i.  —  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société 
sont  les  suivantes  :  i°  être  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé 
une  demande  signée:  2°  obtenir  à  l'une  des  séances  suivantes  les  suffrages 
de  la  majorité  des  membres  présents. 

Art.  ."».   —  Le  nombre  des  membres  résidents  et  non  résidents  est  illimité. 

Art.  6.  —  L'administration  de  la  Société  est  confiée  à  un  conseil  composé  : 

1°  Des  membres  du  bureau; 

2°  De  douze  autres  memljres  résidents  de  la  Société  désignés  par  l'élec- 
tion ; 

3°  De  quatre  membres  non  résidents  désignés  par  l'élection;  ils  auront 
voix  délibérative  dans  le  conseil  lors  de  leur  présence  à  Paris. 

Art.  7.   — -  Le  conseil  est  présidé  par  le  président  de  la  Société. 

.\rt.  8.   —   Le  bureau  est  composé  de  : 

1  président  ; 

i  vice-présidents; 

2  secrétaires; 

2  vice-secrétaires; 
I    trésorier; 
I    ;u(  lii\isle. 
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Art.   'J.    —    Le  présiilent  csl  élu  jjDur  un  ;iii. 

Les  vire- présidents  sont  nomim's  pour  deux  ans. 

Deux  d'entre  eux  sont  rem|)lacés  chaque  année. 

Les  secrétaires  et  les  vice-secrétaires  sont  élus  pour  deux  ans. 

Le  trésorier  et  l'arcliivisti-  |)o>u  trois  ans. 

Art.  10.  —  Le  pn'sident  n'est  pas  réélif;ible  iiuniédiatemcnt  dans  les 
mêmes  ronclions. 

Art.  11.  —  F'armi  les  douze  membres  du  conseil  qui  résident  à  Paris  et 
qui  ne  font  pas  partie  «lu  bureau,  quatre  sont  remplacés  chaque  année  à 
tour  de  rôle. 

Art.  1:2.  —  Tous  les  membres  de  la  Société  sont  appelés  à  participer  à 
l'élection  du  président,  soit  directement,  soit  par  correspondance. 

Art.  13.  —  Les  autres  membres  du  bureau  et  les  membres  du  conseil 
sont  élus  à  la  majorité  absolue  des  membres  présents. 

Art.  1  i.  —  Les  ressources  de  la  Société  se  composent  :  i"  de  la  cotisation 
annuelle  des  membres  résidents  et  non  résidents,  et  dont  le  montant  est 
fixé  par  le  règlement  administratif  de  la  Société;  a"  du  revenu  du  capital 
formé  par  les  droits  d'admission,  les  souscriptions  perpétuelles,  le  produit 
de  la  vente  des  ouvrages  édités  par  la  Sf>ciété  et  les  dons  qu'elle  pourra 
recevoir. 

Art.    1").  —  La  Société  règle  annucllenieiit  le  budget  de  ses  dépenses. 

Dans  la  première  séance  de  chaque  année,  le  compte  détaillé  des  recettes 
et  dépenses  de  l'année  révolue  sera  soumis  à  l'approbation  de  la  Société; 
ce  compte  rendu  sera  publié  dans  le  Bulletin. 


HÈGLEMEXT  ADMIMSTlîATIF 


ciiAiMTHi;  1'i;i:mikh. 

CONDITIONS      I)    A  I»  M  I  S  S  I  O  N . 

1.    Les  conditions  a  remplir  pour  diMiiii  iiienilui-  de  la  Société  sont  : 
1°   D'i'tre  pré'Lsenti'    ynr  deux    membres  (|ui    aurmil  iidrei<é    une  demande 
•iiTm-e  ; 
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0."  D'obtenir,  à  l'une  des  séances  suivantes,  les  suffrages  de  la  majorité 
des  membres  présents  (art.  4  des  statuts). 

2.  Le  diplôme  délivré  est  signé  par  le  président,  l'un  des  secrétaires  et 
le  trésorier,  et  porte  le  sceau  de  la  Société. 

Le  trésorier  remet  le  diplôme  après  l'acquittement  du  droit  d'admission, 
montant  à  lo  francs,  et  de  la  cotisation  annuelle. 


CHAPITRE  IL 

TRAVAUX    KT    PUBLICATIONS   DE   LA   SOCIÉTÉ, 

Tenue  des  séances. 

3.  La  Société  tient  ses  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances  :  août,  septembre  et  octobre. 

4.  La  première  séance  de  janvier  est  consacrée  spécialement  aux  élec- 
tions pour  le  remplacement  des  membres  sortants  du  bureau  et  du  conseil. 

5.  Le  tableau  des  jours  de  réunion  est  imprimé  sur  une  carte  adressée 
aux  membres  résidant  à  Paris. 

Elle  sera  également  envoyée  aux  membres  non  résidents  sur  leur  de- 
mande personnelle. 

Les  membres  sont  convoqués  à  domicile  pour  les  séances  extraordi- 
naires. 

6.  Pour  assister  à  la  séance,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doi- 
vent être  introduites,  chaque  fois,  par  un  de  ses  membres. 

7.  La  présence  du  président  ou  d'un  vice-président,  assisté  d'un  des 
secrétaires  ou  vice-secrétaires,  suffit  pour  constituer  le  bureau  à  chaque 
séance. 

8.  En  cas  d'absence  du  président  ou  des  vice-présidents,  le  trésorier,  ou 
à  son  défaut  l'archiviste,  occupe  le  fauteuil. 

En  cas  d'absence  de  tous  les  membres  du  bureau,  les  fonctions  du  pré- 
sident sont  remplies  par  le  plus  âgé  des  membres  du  conseil  présents  à  la 
séance. 

En  cas  d'absence  des  secrétaires  et  vice-secrétaires,  le  président  du  jour 
désigne  un  des  membres  du  conseil  pour  en  remplir  les  fonctions. 

9.  Les  procès-verbaux  des  séances  sont  rédigés  dans  l'intervalle  d'une 
séance  à  l'autre. 

Chaque  séance  commence  par  la  lecture  du  procès-verbal  de  la  séance 
précédente  et  de  l'ordre  du  jour. 

iO.  Les  communications  faites  par  les  membres  de  la  Société  ont  lieu 
dans  l'ordre  de  leur  inscription;  les  communications  des  personnes  étran- 
XV.  2 
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gères  à  la  Société  ont  lieu  après  celles  «les  membres,  sauf  les  cas  d'urgence 
qui  seront  appréciés  par  le  bureau. 

Les  membres  qui  auront  fait  des  communications  verbales  ou  pris  part 
aux.  discussions  devront  remettre  des  notes  au  secrétaire  pour  la  rédaction 
du  procès-verbal. 

11.  Dans  les  séances  ordinaires,  on  ne  peut  traiter  aucune  question  rela- 
tive à  l'administration,  à  moins  d'une  demande  du  conseil. 

12.  Toutes  les  observations  relatives  à  l'administration  sont  adressées  par 
écrit  au  président,  qui  en  réfère  au  conseil,  à  sa  plus  prochaine  réunion. 

Bulletin. 

13.  La  Société,  préoccupée  des  avantages  qu'elle  peut  offrir  à  tous  ses 
membres,  a  décidé  que  le  recueil  intitulé  :  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique, qui  rend  compte  des  mémoires  présentés  à  la  Société,  sera  dis- 
tribué gratuitement  à  tous  les  membres  résidents  ou  non  résidents. 

M.  Les  conventions  stipulées  entre  le  conseil  de  la  Société  et  les  éditeurs 
chargés  de  la  publication  du  Bulletin  devront  être  soumises  à  l'approba- 
tion de  la  Société. 

Réimpression  des  ouvrages  anciens  et  publication  des  mémoires 

originaux. 

13.  La  Société,  voulant  concourir  aux  progrès  des  Mathématiques  par 
tous  les  moyens  compatibles  avec  son  mode  d'organisation,  avisera  aux 
moyens  de  publier  successivement,  et  d'une  manière  aussi  complète  qu'il 
sera  possible  ou  utile  de  le  faire,  les  œuvres  des  anciens  mathématiciens 
français  ou  étrangers. 

La  Société  se  réserve  la  faculté  de  publier  les  mémoires  originaux  trop 
étendus  pour  paraître  dans  le  Bulletin. 

16.  Les  publications  émanant  de  la  Société,  autres  que  le  Bulletin,  sont 
délivrées  à  prix  réduit  à  tous  les  membres  de  la  Société  résidents  ou  non 
résidents 

CHAPITRE  III. 

ADMINISTRATION   DE    LA   SOCIÉTÉ. 

17.  Chaque  élection  a  lieu  au  scrutin  secret,  sur  un  seul  bulletin,  et,  s'il 
est  nécessaire,  au  moyen  de  deux  tours,  dont  le  second  est  de  ballottage. 
Dans  le  cas  d'égalité  de  voix,  le  plus  âgé  l'emporte. 

18.  L'élection  du  président  seule  donne  lieu  au  vote  de  tous  les  membres 
résidents  ou  non  résidents.  Tout  membre  qui  ne  peut  assister  à  la  réunion 
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électorale  est  invité  à  envoyer  au  secrétaire,  avant  la  première  séance  de 
janvier,  son  suffrage  individuel  dans  un  bulletin  cacheté  et  enfermé  dans 
une  lettre  signée  de  lui. 

Ce  bulletin  ne  peut  être  ouvert  qu'au  moment  du  dépouillement  du 
scrutin. 

19.  Les  secrétaires  ou,  à  leur  défaut,  les  vice-secrétaires  rédigent  les 
procès-verbaux  des  séances  de  la  Société  et  des  séances  du  conseil. 

20.  Une  commission  d'impression,  composée  des  secrétaires  et  de  quatre 
membres  nommés  par  le  conseil,  dirige  la  publication  du  Bulletin  et  l'im- 
pression des  mémoires  et  communications. 

21.  Sous  la  direction  du  président,  les  secrétaires  sont  chargés  de  la 
correspondance  pour  ce  qui  concerne  les  travaux  et  les  affaires  de  la 
Société  autres  que  les  affaires  de  finances  :  ils  convoquent  la  Société,  le 
conseil  et  les  commissions  quand  il  y  a  lieu,  et  préparent  les  ordres  du 
jour. 

22.  La  Société  forme  une  bibliothèque  et  échange  ses  publications 
contre  les  journaux  et  les  recueils  consacrés  aux  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  publiés  en  France  et  à  l'étranger. 

23.  L'archiviste  est  chargé  de  la  garde  des  archives  de  la  Société;  il  en 
dresse  un  inventaire. 

Il  a  sous  sa  direction  la  bibliothèque  ;  il  dresse  le  catalogue  des  livres  et 
brochures  imprimés,  et  tient  un  registre  des  manuscrits  envoyés. 

Enfin,  il  a  sous  sa  garde  tous  les  documents  appartenant  à  la  Société. 

24.  Le  trésorier  est  chargé  du  recouvrement  des  sommes  dues  à  la 
Société. 

25.  Il  tient  un  registre  des  receltes  et  des  dépenses,  que  tous  les  membres 
ont  le  droit  de  consulter. 

26.  Le  trésorier  ne  peut  faire  aucun  emploi  extraordinaire  des  fonds  de  la 
Société  sans  une  délibération  spéciale  du  conseil. 

Conseil  et  commissions. 

27.  Le  président  convoque  lo  conseil  toutes  les  fois  que  les  affaires  de  la 
Société  le  réclament. 

28.  Il  suffit  d'une  demande  motivée,  signée  par  cinq  membres  du  conseil 
et  adressée  au  président,  pour  (pi'une  convocation  du  conseil  soit  obliga- 
toire. 

29.  A  chaque  séance  du  conseil,  les  noms  des  membres  présents  sont 
consignés  au  procès-verbal. 

30.  Il  faut  au  moins  sept  membres  présents  pdur  prendre  des  décisions 
en  conseil. 
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31.  Sur  la  proposition  de  cinq  membres,  le  vote  peut  avoir  lieu  au  scrutin 
secret. 

32.  Sur  la  demande  de  cinq  membres,  il  peut  être  fait  appel  à  la  Société 
des  décisions  qui  n'auraient  pas  été  prises  aux  deux,  tiers  des  voix  au  sein 
du  conseil. 

33.  Les  procès-verbaux  des  séances  du  conseil  doivent  être  transcrits  sur 
un  registre  coté  et  parafé  par  le  secrétaire;  ils  doivent  être  signés  par  le 
président  et  le  secrétaire  qui  a  tenu  la  plume;  les  renvois  doivent  être 
parafés  et  les  mots  rayés  approuvés. 

34.  Le  conseil  se  réunit  dans  la  dernière  quinzaine  de  décembre  pour 
examiner  l'état  des  affaires  de  la  Société,  nommer  la  commission  de  compta- 
bilité chargée  de  vérifier  la  gestion  du  trésorier,  et  la  commission  des 
archives  chargée  de  vérifier  celle  de  l'archiviste. 

3o.  Ces  deux  commissions  ne  peuvent  être  composées  de  moins  de  trois 
membres;  elles  font  leur  rapport  dans  la  première  séance  de  janvier. 

36.  Le  conseil  désigne  annuellement,  à  la  même  époque,  les  membres 
qui,  adjoints  aux  deux  secrétaires,  composent  la  commission  permanente 
d'impression  pour  la  publication  du  Bulletin  et  l'insertion  des  notes  et 
mémoires  des  membres  de  la  Société. 

Cette  commission  veille  à  ce  qu'il  ne  s'introduise  dans  les  publications 
rien  d'étranger  à  la  Science. 

37.  Les  membres  élus  de  la  commission  d'impression  sont  nommés  pour 
trois  ans. 

Les  membres  de  la  commission  d'impression  peuvent  être  pris  indistinc- 
tement dans  la  Société  ou  dans  le  conseil. 


CHAPITRE  IV. 

PROPRIÉTÉS,    REVENUS    ET   DÉPENSES   DE   LA   SOCIÉTÉ. 

38.  Les  versements  des  membres  résidents  et  non  résidents  se  compo- 
sent : 

1°  Du  droit  d'admission,  montant  à  lo  francs; 
-i."  De  la  cotisation  annuelle. 

39.  Pour  les  membres  résidents,  cette  cotisation  annuelle  s'élève  à 
20  francs,  payables  d'avance,  et,  pour  les  membres  non  résidents,  à  i5  francs, 
également  payables  d'avance. 

Sont  considérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leurs  occu- 
pations habituelles,  ou  y  exercent  habituellement  leurs  fonctions. 

40.  Les  nouveaux  membres  devront  payer  la  totalité  de  la  cotisation, 
quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 
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41.  Les  publications  ne  seront  adressées  qu'après  le  versement  de  la  coti- 
sation annuelle. 

42.  Tout  membre  qui  n'aura  pas  acquitté  la  cotisation  d'une  année 
sera,  après  avertissement  préalable  du  trésorier,  considéré  comme  démis- 
sionnaire. 

43.  La  cotisation  annuelle  peut,  au  choix,  de  chaque  membre,  être  rem- 
placée par  une  somme  de  3oo  francs  une  fois  payée. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

44.  Les  dons  faits  à  la  Société  sont  inscrits  au  Bulletin  des  séances  avec 
le  nom  des  donateurs. 

4o.  Les  dépenses  sont  divisées  en  ordinaires  et  extraordinaires. 

Les  dépenses  ordinaires  se  composent  de  frais  de  bureau  et  d'imprimés, 
ports  de  lettres,  frais  d'entretien,  loyer  du  local,  appointements  des  em- 
ployés et  frais  d'impression  du  Bulletin.  Le  chiffre  des  dépenses  oi'dinaires 
ne  peut  excéder  les  -^  des  ressources  annuelles. 

Les  dépenses  extraordinaires  sont  votées  par  la  Société  sur  la  proposition 
du  conseil. 

46.  La  Société  ne  s'engage  jamais  dans  aucune  dépense  excédant  son 
avoir. 

CHAPITRE  V. 

REVISION   DES  STATUTS   CONSTITUTIFS   OU   DU   RÈGLEMENT   ADMINISTRATIF. 

47.  Toute  proposition  de  revision  des  statuts  constitutifs  ou  du  règle- 
ment administratif  ne  pourra  être  prise  en  considération  que  si  elle  est 
signée  collectivement  par  vingt  membres. 

48.  Le  président  fera,  dans  ce  cas,  procéder  à  un  scrutin  pour  la  nomi- 
nation d'une  commission  de  revision,  qui  sera  composée  de  quatre  membres 
du  conseil  et  de  trois  membres  pris  en  dehors. 

49.  La  discussion  du  projet  exigera  la  présence  de  la  moitié  j)lus  un  des 
membres  résidant  à  Paris. 

Tous  les  membres  sont  convoqués  par  lettres  spéciales. 

50.  Si  le  nombre  ci-dessus  n'est  pas  atteint,  la  discussion  aura  lieu  dans 
la  séance  suivante,  quel  que  soit  le  nombre  des  membres  présents. 


AVIS. 


La  Rédaction  a  l'honneur  de  prévenir  MM.  les  Auteurs  que  le 
Conseil  de  la  Société  mathématique,  dans  sa  séance  du  i6  décem- 
bre 1881,  a  pris  les  décisions  suivantes:  . 

1°  La  Société  prendra  à  sa  charge  la  moitié  de  la  dépense 
des  tirages  à  part  d' auteur ,  pour  cinquante  exemplaires  et  au- 
dessous. 

2"  Pour  plus  de  cinquante  exemplaires,  la  Société  payera  la 
moitié  du  prix  de  cinquante  exemplaires,  au  tarif  fixé  pour 
le  tirage  à  cinquante  exemplaires. 

Il  résulte  de  là  que  les  auteurs  auront  à  débourser  les  sommes 
suivantes  : 


NOMBRE 
DES   EXEMPLAIRES. 

25. 

50. 

100. 

200. 

300. 

400. 

500. 

1000. 

Pour  '/<  feuille 

»      '/.      » 

»        I       » 

3,65 
4,i5 
6,i5 

4,25 

5,00 
7,25 

8,o5 

6,75 
8,5o 

11,25 

12,75 

i3,25 
16,00 
20,75 

23,75 

19.75 
23, 5o 
3o,25 

•V,,75 

26,25 
3i,oo 
39,75 

45,75 

32,75 
38, 5o 
49,25 

56,75 

65,25 
76,00 

96,75 

III  ,75 

dont    ils  seront  facturés  directement  par  l'imprimerie   Gauthier- 
Villars. 
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SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Sur  le  développement  des  /onctions  en  séries  par  la  formule 
de  Maclaurin,  dans  le  cas  d'uJie  variable  réelle;  par  M.  G. 
Callaivdreau. 

(Séance  du  4  janvier  1887.) 

Quand  on  se  propose  de  développer,  dans  le  cas  de  fonctions  et 
de  variables  réelles,  une  fonction  f{x)  en  série  procédant  suivant 
les  puissances  entières  de  x^  le  théorème  de  Cauchy  réduit,  comme 
on  sait,  la  question  à  l'étude  des  points  critiques  de  la  fonction 
/{^),  ^désignant  une  variable  imaginaire. 

Il  peut  arriver,  d'autre  part,  que  la  légitimité  du  développement 
dcy(.r)  en  série  soit  facile  à  établir  quand  x  ne  dépasse  pas  une 
certaine  valeur  x  =  a.  La  série  obtenue  étant  supposée  conver- 
gente pour  les  valeurs  de  x  plus  grandes  que  a,  il  est  naturel  de 
penser  que  la  représentation  de  f(x)  par  la  série  s'étend  au  delà 
delà  limite  x  ^^  a.  Je  me  [)ropose  de  montrer  ([uc  la  représenta- 
tion de  la  fonction  j)ar  la  série  pourra  être  continué(î  tant  qu'on  ne 
sera  pas  arrêté  par  une  discontinuité  des  dérivées  f"{x)  ou  par 
la  limite  de  convergence  de  la  sc'-rie. 

Quand  on  se  place  au  point  de  vue  des  applications,  pour  les- 
quelles il   est  également  inqiorlant  d'obtenir  l'expression  anul\  - 


tique  des  coeffîcicnls  de  la  série  et  de  démontrer  la  possibilité  du 
développement,  la  seconde  manière  d'aborder  le  problème  de  dé- 
veloppement de  f{x)  en  série  peut  avoir  ses  avantages;  en  effet, 
de  l'expression  analytique  supposée  connue  des  coefficients,  on 
pourra  souvent  déduire  la  condition  de  convergence  de  la  série. 

Dans  ce  qui  suit,  il  est  entendu  que  la  fonction  f{x)^  pour  les 
valeurs  de  x  qu'on  envisage,  est  définie  par  une  même  expression 
bien  déterminée,  et  qu'il  en  est  ainsi  des  dérivées  /"{x). 

i .   Supposons  d'abord  que  les  coefficients  de  la  série 

(0         /(o)  +  :r/'(o)+^/-(o)  +  ...-^  i.2.T!..//"^"^"^--- 

soient  tous  positifs,  qu'ils  ne  croissent  pas  à  partir  d'un  certain 
rang,  qu'on  ait  établi  la  légitimité  de  la  représentation  de  la  fonc- 
tion f{x)  par  la  série  ci-dessus  pour  les  valeurs  positives  de  x  in- 
férieures ou  égales  à  un  nombre  donné  a  plus  petit  que  l'unité, 
levais  montrer  quon  peut  prolonger  la  représentation  de  la 
fonction  par  la  série  jusqiCà  ce  cju^on  soit  arrêté  par  une  dis- 
continuité des  dérivées  /"(x)  ou  par  la  limite  de  convergence 
de  la  série  (i). 

Quand  on  prend  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (i), 
le  reste  R„  est  donné  par  la  formule 

1.2.3. .  .{n  —  i)*^ 

H  est  un  nombre  positif  compris  entre  zéro  et  l'unité,  et  l'on  doit 
avoir 

(3)  (i  — 0)«-J/«(Oj-)=   r  (i  —  ty^-if"{tx)dt. 

Soit  o  <x  <a. 

D'après  les  n"^  U2  et  127  de  Y  Introduction  à  la  théorie 
des  fonctions  dUine  variable,  de  M.  J.  Tannerj,  on  est  en  droit, 
pour  les  valeurs  indiquées  de  x,  de  remplacer  les  symboles /'^(ô^) 
etf"(tx)  par  les  séries  déduites  de(i).  Divise-t-on  les  deux  mem- 
bres de  (3)  par  le  terme  indépendant  de  .2;  dans/" (9x)  etf"{tx), 
a-t-on  égard  à  la  décroissance  des  coefficients  de  (i),  on  voit  que 


l'inégalité 


(,_0)'î-i    ^1  ... 

-^ -~ > 'r-  termes  positiis 

(i  — 0.r)«+i        n  * 


doit  avoir  lieu,  et  de  là  résulte  que  9  est  nécessairement  plus  petit 

que  toute  quantité  donnée  à  partir  d'une  valeur  de  n  suffisamment 

ffrande. 

.     .                                                        i_0.r  .   , 

En  effet,  multiplions  les  deux  membres   par --5    quantité 

plus  grande  que  l'unité,  il  vient 


I  — 6  \»       i_ 
n 


Déterminons  une  quantité  Bo^  comprise  entre  zéro  et  l'unité,  par 
'équation 

i-Oo  Y     I 


,  I  OfliF 

on  aura  évidemment 

I  —  (ix        I  —  OoO? 
d'où 

Oo>0; 

Oo  est  donc  une  limite  supérieure  de  Q. 
Ensuite 

I  —  0,,  \o":n 


loi 


I—  f)uX 


V  étant  une  quantité  positive  tendant  vers  zéro  quand  /i  augmente 
indéfiniment  ; 

i-O.,  , 

— -—     =  I  —  V  ,  Oo  =:: ; ;-  5 

I  —  \)^)X  1  —  X  -r-  V  X 

v'  ayant  la  même  signification  que  v.  Donc  0„  varie  dans  le  même 
sens  que  v'  et  s'approche  de  plus  en  plus  de  zéro  à  mesure  (|uc  /i 
augmente. 

Il  importe  de  remarquer  que  la  limite  supérieure  Oo  de  0  sera  la 
même  pour  toutes  les  fonctions  /"(.r)  remplissant  les  conditions  in- 
diquées ci-dessus. 

2.  On  aura  à  raisonner  dans  un  moment  sur  Téqualion  obtenue 
en  différenlianl  par  rapport  à  .r  les  deux  membres  de  l'éipialion  (-i)  ; 
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j  "écris  par  avance  réqualion  dérivée 


[(n  —  i)/«(ex)  — (i  — 0)/'î+'(Ox)r](i  — 0)«-2 


(ùr 


//)  ;       -i-(i  — 0/^-'/«+i(ej")f) 


Nx 


(i  —  t)"-Uf'^+Htx)dt. 


cl  je  fais  quelques  remarques  préliminaires. 

a.   Soit  hx  <  a. 

La  quantité  entre  crochets  dans  l'équation  (4)  devient,  quand 
on  remplace  les  svmboles  /"(hx),  /"+'(0x)  par  les  séries  cor- 
respondantes déduites  de  (i), 


(n-lfn(o)—fn-^i(o)x 


(5)         )  -^[;i/"-»(o)-/«+-^(o)^J 

Pour  éviter  des  distinctions  qui  n'ont  pas  d'effet  essentiel  (on  le 
veri'a  par  la  suite),  je  considère  spécialement  les  cas  de  décrois- 
sance des  coefficients  de  la  série  (i),  pour  lesquels,  à  partir  d'une 
valeur  de  /i,  on  ait  toujours 

'"  (/^■)/4o)<- 

La  valeur  de  x  est  supposée  donnée,  comprise  entre  zéro  et 
l'unité,  la  dernière  limite  exclue,  c'est-à-dire  que  o  <  a:  <  i  —  e, 
3  étant  une  quantité  donnée  très  petite. 

La  somme  de  la  série  (5)  sera  évidemment  plus  grande  que  celle 
de  la  série 

l  (n-i)fn(o){i-x)-^  —  nfn+i(o)(i-x) 

(7)  ^,'_^, 

f  ^  7^ («-+-')/"+'(o)(i- ^; -+-..., 

et,  a  fortiori,  plus  grande  que 

(8)  {,i  —  \){\—x)f>^(^)x). 
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Donc 

(9)  (n  -  i)/"(f)x)  -  (.  -  ())f'^+i((ix)x  >  (n  -  i)(,  _  ^)/«^0:r); 
il  en  résulte  aussi 

(10)  (a;  — 6ar)/«+i(0^)<(«  — i)/«(0^)a7. 

b.  Soit,  pour  abréger  l'écriture,  Hx  =  u,  quantité  essentielle- 
ment positive  ;  pour  une  valeur  voisine  x  -i-  x'  de  x,  u  deviendra 
a  +  «',  quantité  aussi  positive;  si  l'on  a 

j<  -I-  I  m'  I  <  a, 

les  f'^{u  ■+-  a'),  d'après  l'hypothèse  admise,  seront  développables 
par  la  formule  de  Taylor,  suivant  les  puissances  de  u'  : 

(Taknery,  Ouvrage  cité,  n"^  112). 

c.  n  ayant  une  valeur ^^^ee,  assez  grande  pour  que  la  valeur  b 
de  Ox  pour  x  =  Xo=  a  soit  plus  petite  qu'une  quantité  donnée 
très  petite  (elle  sera  certainement  plus  petite  que  Xq),  étudions  la 
fonction  Hdex  définie  par  l'équation  (3)  ;  à  cet  effet,  remplaçons-y 
X  parxoH-^',  ^x  par  b  -\-  u'.  Le  premier  membre  de  (3)  pourra 
être  développé  en  série  absolument  convergente  suivant  les  puis- 
sances de  u'  et  x',  si  l'on  a 

b  -h\  u'  \  <C  a,         a?o >  I  a^'  I ,         ^o  —  b  y-  \  x'  \  -^  \u'  \; 

ce  qui  a  toujours  lieu  quand  x'  et  a'  sont  assez  petits.  Considérons 
spécialement  le  développement  suivant  les  puissances  de  a',  le 
coefficient  de  u'  sera 

{xo^x')"--^ 
Soit  G  la  quantité  entre  crochets, 

C(^,^-^  b)  =  {X,-  b  -^  x'  )(  x^-  lj)f"+Hfj)  -  (  n  —  i)(xo—  b)f"{b); 

l'inégalité  (lo)  donne,  eu  rcuqjlaeanl  x  par  j-,,  et  hx  j)ar  b, 
{xo-b)f'^^-Hb)<in-i)xof"(f^); 
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de  là.  parce  que  Xq  —  h  —  x  est  positif, 

C(3-o-  b)<(^n  —  i)/'»(6)[(Xo—  b  -^  x')Xo—{xo-  b  )\  : 
tant  que 

\  x'  \  <  (  l  —  Xq)  (l j, 

C  sera  certainement  négatil'. 

Cela  posé,  la  continuité  de  u  s'établit  par  un  raisonnement  ana- 
logue à  celui  qu'on  emploie  pour  démontrer  la  continuité  des  ra- 
cines d'une  équation  algébrique  (Briot  et  Bouquet,  Fonctions 
elliptiques.  n"28),  lequel  subsiste,  d'après  les  conditions  trouvées 
ci-dessus,  tant  qu'on  n'a  pas  a  =  a,  x  =  i . 

3.  Prenons  les  dérivées  par  rapport  à  x  des  deux  membres  de 
l'équation  (3);  x  étant  compris  dans  l'intervalle  pour  lequel  la 
continuité  est  établie,  les  dérivées  y*" (j:)  étant  supposées  conti- 
nues, on  a  le  droit  d'écrire 

TA 

l        —  [( n  —  i)f''(J)x)  —  (i  —  h)f'^-^^<)x)x]{i  —  Oy^-^-  -r- 
(,,)  ■       _,i_0y.-i//34-i(0:r)f) 

/  =  /     il— tY-Uf"+Htx)dt. 

La  dérivée -y-  est  finie  et  déterminée  dans  tout  Tintervallc  et 
dx 

même  quand  hx  atteint  la  valeur  a  [condition  (9)]. 

L'intégrale  du  second  membre  est  évidemment  positive  si 
x<a;  elle  ne  peut  changer  de  signe  que  pour  une  valeur  de  x^ 
telle  que  a'>>  a. 

Soit 

a"lx  <\  —  £, 

c  étant  une  quantité  très  petite,  mais  donnée. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  toutes  les  dérivées  y*"  (j;)  demeu- 
rent positives  dans  l'intervalle  désigné  des  valeurs  de  x.  Je  dis 
qu'à  partir  d'une  valeur  de  n  assez  grande  Ox  ne  peut  atteindre 
la  valeur  a  dans  le  même  intervalle.  En  effet,  si  l'on  avait 

0.r  —  a.         pour         .r  =  u. 
dans  l'intervalle  (a.  a),   on  aurait,  l'intégrale  du  second  membre 
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de  (i  i)  étant  positive, 

-  [(«  -  O/nO^)  -  (I-  0)/«+'('^^)-?-]('  -  0)«-2  ^ 

_!-(,_  0)«-i/"+i(6a-)e  >  o; 

d'où,  successivemenl,  en  vertu  des  conditions  (9)  et  (10), 
d^  (1  — Q  )/"+!( Q.r)0  0 


dx        (/i  — i)(i  —  x)f"{^x)        I  —  a-- 

f/(ea-)        e 

c^:f  I  —  X 

(12)  —  "^^^""^  <      '     • 

0  j7      dx  x{i  —  X)' 

puis,  en  intégrant  dans  l'intervalle  (a,  a),  remplaçant  la  valeur  fi- 
nale de  Hx  par  a, 

a        y.    i  —  a 

(i3  j  < 

bai  —  a 

Or,  h  tendant  constamment  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfi- 
niment (n°  1),  on  peut  prendre  le  nombre  n  fini,  mais  assez  grand, 
pour  que  l'inégalité  (6)  et  la  suivante 

,   ,  ai  —  £  I  —  a 

('4)  r> 


bai 

aient  lieu  pour  cette   valeur  de  /i  et  les   valeurs  plus  grandes; 

•  augmentant  avec  a,  il  viendra,  a  fortiori, 

a        ai  —  a 
bai  —  a 

inégalité  contradictoire  avec  (i3).  Donc,  à  partir  d'une  valeur 
assez  grande  de  n,  hx  ne  peut  atteindre  la  valeur  a  dans  l'inter- 
valle (a,  i —  s);  dans  l'expression  (2)  du  reste  B„,  y'"(Oj;)  peut 
être  remplacé  par  la  série  correspondante  déduite  de  (i)  ;  une  limite 
supérieure  de  la  valeur  du  reste  est  donnée  par 

(i  — 0)«-ia7«  /"(o)        _    x'^f"{o)        (i  — 6)«-i 


i.'i.'j. .  .(/i  — ij  (i  — 6^)"-*-i         i.-^.3.../i      (i  — Oa:)"-t-» 

ce  qui  tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  x  étant  in- 
férieur à  l'unité. 

Dans  le  cas  gént-ral,  on  commence  par  choisir  une  valeur  de  // 
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finie,  mais  assez  grande,  pour  que  les  inégalités  (6)  et  (i4)  soient 
satisfaites;  cela  est  toujours  possible  d'après  le  n"  j ,  si  la  fonction 
f{x)  remplit  les  conditions  énoncées  au  commencement,  et  il  est 
évident  que,  S(ar)  désignant  la  somme  de  la  série  (i),  p  Ql  q  des 
nombres  positifs  tous  deux  ou,  au  moins,  l'un  d'eux,  la  combi- 
naison/?  S  (;r)  +  <^/'(^),  supposée  positive  pour  o<:r<  a,  rem- 
plira les  mêmes  conditions. 

Je  dis  que  la  différence  des  dérivées  S''+'  {x)  — Z""^'  (^),  nulle 
pour  ^  <  «,  ne  peut  cesser  d'être  nulle  pour  ^  >>  a. 

Soit,  en  effet,  pour  fixer  les  idées, 

S«+i(a7)— /«-+-! (a-)  >  o         pour         a<x<a'\, 
on  aura  aussi,  k  étant  un  nombi'e  positif  indéterminé, 

(i-f-A-)  S"+i(a;)— /«+'(^)  >o         pour         a<x<a. 

Raisonnons  sur  la  combinaison  (i-i-A")S(^) — /{x),  comme 
plus  haut  sur /(^a^y^  on  démontrera  que,  dans  l'intervalle  (a,  a'), 
on  a 

-r-  <  ■)  0a7<  a, 

dx        I  —  X 

et  les  symboles /"(8a:),  /"+'(f)j:)  pourront  être  remplacés  parles 
séries  correspondantes. 

Quand  A'  tendra  vers  zéro,  le  premier  membre  de  l'équation  (i  i) 
sera  nul  identiquement;  il  devra  en  être  ainsi  du  second,  ce  qui 
exige  que  l'on  ait 

S«-+-i  (  37  )—/«+!(  a?)  =  o         pour         a<x<a'. 

On  en  conclut  aussitôt 

S(a;) — f(x)=^o         pour         a<x<a'. 

Si  l'on  avait 

S"-+i(x)—f'^+i{x)<o, 

on  raisonnerait  sur 

(i  +  lc)f{x)-S(x). 

On  doit  remarquer  que  l'inégalité  analogue  à  (i4),  où  a  et  b  se- 
raient remplacés  par  a'  et  b'  (b',  valeur  de  Ox  pour  a;  =  a'),  est 
satisfaite  en  même  temps  que  (i4)- 


En  effet, 

de 

b' 

a!   I  —  « 

b    " 

■^  a    I  —  a' 

;t  de 
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b         a    \  —  a 

ou,  en  renversant,  71  >  — ;  

b        a    \  —  a 


a        I 
T  > 


6  rt  £ 

on  déduit,  par  la  multiplication  membre  à  membre, 

a         I  —  £  I  —  a'  .       .      .  a!        \  —  z   \  —  a' 

-r,  >  ■ — 7—  et,  a  fortiori,  -77  >  — 7— 

b  a  £  *^  b  a  z 

Cette  remarque  permet  de  continuer  le  raisonnement  sur  les 
intervalles  successifs  {ci,  «'),  .  .  . ,  en  gardant  la  même  valeur  finie 
de  n. 

A.  Pour  ramener  au  cas  déjà  étudié,  d'une  série  à  termes  positifs 
avec  une  loi  de  décroissance  des  coefficients  correspondant  à  la 
condition  (6),  le  cas  général  où  les  coefficients  de  la  série  (i)  ont 
des  signes  quelconques,  la  série  étant  convergente  si  ,2:  <  i ,  diver- 
vergente  si  ;r  >  i,  nous  formons  l'expression 

o(x)= h/(to37),         w<i: 

on  peut  déterminer  le  nombre  positif  A,  de  manière  que  tous  les 
coefficients  de  l'expression  développée  en  série 

? (^)  =  ?(o)  +  ^  9'(o)  -+-  -^  ?"(o)  +. . . 

soient  positifs. 

Quand  n  augmente  indéfiniment,  la  quantité 

çp;i+l(o) 


(n  —  i)  c2"(o) 


tend  vers  zéro  en  valeur  absolue;  on  peut  choisir  11  lini,  mais  assez 
grand  pour  que,  en  valeur  absolue  et  pour  toutes  les  valeurs  plus 
grandes  de  /?, 

, '- -^ I  <  E, 

(/^-I)cp«(o) 
£  étant  un  nombre  donne';  très  petit. 
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Considérons  alors  la  fonction 


■<-  =  <T^J^ 


à  partir  d'une  valeur  déterminée  de  n,  la  condition  (6)  sera  évi- 
demment satisfaite;  si  on  limite  la  variation  de  x  par  la  condition 

o<:r<  I  —  £, 

on  peut  reproduire  sur  F(^)   les  mêmes   raisonnements  que  sur 
f{x).  Pour  l'argument  -^— ^  de  cp,  il  viendra 

<     ''     <  '  ~~  - , 

La  série  cp ( -\  est  absolument  convergente;  on  peut  la  re- 
garder comme  formée  de  deux  séries   aussi   absolument  conver- 

A 

gentes  provenant  de  deux  parties  -^ —  el  f{Mx)\  la  première  de 

•        A 

ces  séries  représentant  la  première  partie dans  l'intervalle 

désigné,  il  faut  que  la  seconde  série  représente  f(tox)  dans  le 
même  intervalle,  c'est-à-dire  tant  que  l'argument  de  la  fonction  f 

ne  dépasse  pas  w ;  on  peut  faire  que  cette  limite  diffère  de 

l'unité  d'une  quantité  désignée  aussi  petite  qu'on  le  voudra. 

Quand  la  série  qui  représente  le  développement  de  f{x)  sera 
convergente  pour  ^  =  i,  la  fonction  f{x),  d'après  le  théorème 
d'Abel,  sera  encore  l'eprésentée  par  la  série. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  général  qui  suit  : 

Théorème.  —  Si,  dans  un  intef^alle  fini,  pour  o  <x  <a,  La 
fonction  f{x)  est  représentée  par  la  série  de  Maclaurin,  elle 
continuera  à  être  représentée  par  la  même  série  tant  que  les 
dérivées  successives  f"(x)  seront  continues  et  que  la  série  de 
Maclaurin  sera  convergente. 

Remarque.  —  Si  l'on  définissait  une  fonction  F(x)  de  cette 
manière  : 

Y{x)=f{x),     o<x<a;  ¥  {x}  —  f{x)-r-fi{x — a),     a<x<i; 

f{x)  étant  une  fonction  dévelop])able  par  la  série  de  Maclaurin 
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dans  l'intervalle  (o,  i),  et  /',  (^)  une  fonction  telle  que  Ae  ('  '"', 
le  théorème  serait  en  défaut.  Ce  cas,  qui  m'a  été  signalé  par 
M.  Stieltjes,  est  écarté  à  la  vérité  par  les  livpotlièses  du  com- 
mencement. A  posteriori,  on  voit  que  la  représentation  de  la 
fonction  ^(x)  par  la  série,  pour  x  >  a,  ne  peut  être  affirmée, 
parce  qu'on  ne  peut  rien  dire  en  général  sur  la  possibilité  de  dé- 
velopper en  série  la  différence  ¥  [x -\- a) — /'(.r  +  r/)  = /',  (.r). 
Toutefois,  une  étude  plus  approfondie  serait  utile. 


RECTIFICATIONS. 

1°  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XIV,  p.  96  {Sur 
certaines  suites  de  fractions  irréductibles;  par  M.  d'Ocagne). 

La  formule  (b)  n'est  exacte  que  dans  le  cas  de  a=  2;  la  for- 
mule applicable  dans  le  cas  général  se  trouve  dans  le  Mémoire  de 
M.  d'Ocagne,  dont  la  Noie  insérée  au  Bulletin  n'était  qu'un  ré- 
sumé {Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  X, 

1886,   p.    lOf)). 


2"  Bulletin  de  la  Société  mathématique ,  t.  XH  ,  p.  io3 
{Sur  une  nouvelle  construction  de  la  courbe  d'ombre  propre 
d'une  surface  de  révolution,  et  de  la  tangente  en  un  point 
quelconque  de  cette  courbe  ;  par  M.  L.  Neu). 

Les  foyers  d'une  ellipse  auxiliaire  sont  déterminés,  dans  cette 
Note,  en  prenant  OF  =  OF'=:<'/(?;  il  j  a  lieu  de  rectifier  cette 
construction,  en  prenant  01^'  =  0F'=  eR!, . 


XV. 
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Sf/r  la  courbure  totale  des  surfaces  ;  par  ^I.  Demartres. 

(Séance  du  19  janvier  18S7.) 

Considérons  sur  une  surface  un  point  M,  et  prenons  un  plan  de 
référence  fixe  P.  Si  l'on  se  déplace  infiniment  peu  sur  la  surface, 
suivant  une  direction  MM',  on  s'éloignera  du  plan  P  d'une  quan- 
tité dh\  en  même  temps  la  trace,  sur  P,  du  plan  tangent  en  M, 
tournera  d'im  angle  r/'i ;  f)  étant  langle  de  P  avec  le  plan  tangent 
en  M,  je  désignerai,  pour  abréger,  \:»ixvJIe.rion  de  l'élément  MM' le 

dh      ^ 
rapport 7-77-- 

THÉoRi;ME.  —  Si  l'on  considère  sur  une  surface  deux  dépla- 
cements infiniment  petits,  effectués  à  partir  d'un  même  pointai, 
suivant  deux  directions  conjuguées  (  '  ),  le  produit  ffx  des  deux 
flexions  correspondantes  par  rapport  à  un  même  plan  de  réfé- 
rence est  égal  au  produit  des  rayons  de  courbure  principaux 
au  point  M  et  de  signe  contraire  ;  on  a,  en  d'autres  termes, 
//,  +  RR,  =  o. 

Ce  théorème  paraît  important  en  ce  qu'il  donne  une  expres- 
sion très  générale  de  la  courbure  totale;  on  peut,  on  effet,  choisir 
arbitrairement,  et  indépendamment  l'une  de  l'autre,  la  direction 
du  plan  P  et  l'orientation  de  l'élément  MM'. 

Démonstration.  —  Prenons  le  plan  de  yz  pour  plan  de  réfé- 
rence; en  adoptant  les  notations  ordinaires,  on  a 

dh  =  f/.r,         d'o  =  — ^, ,         sin2  0  =       '"""^^    „ , 


dx 


dv  _   ^-hp^-\-q- — if 

TU-  Jf         "' 


(')  Par  conjugués  nous  entendons  deux  déplaccmenls  efTecliiés  suivant  des  dia- 
MirtiTs  ronjn;,'ur'>  de  l'indiralricc  an   point  M. 


el  lie  même,  pour  le  déplacement  conjugué, 

La  condition,  pour  que  les  deux  déplacements  soient  conjugués, 
est  d'ailleurs 

\  djr        dxx  /  dx  dx\ 

.. .  ,,  ,       .  ^   d]-    d]']  ,         ,  .  .     , 

bi  l  on  V  substitue  a  —  ^  -j^  les  deux  expressions  ci-dessus,  on  a 

immédiatement 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

En  particulier,  si  le  déplacement  MM'  a  lieu  suivant  une  ligne 
asymptotique,  on  aura 

formule   qui   conduit    à  un  grand   nombre   de  résultats  connus, 
en  particulier  pour  les  surfaces  réglées. 

On  voit  aisément  dans  quel  genre  de  questions  le  théorème  pré- 
cédent peut  intervenir  avec  avantage;  nous  reviendrons  sur  ce 
sujet. 


Sur  le  rapport  anharmonique  cV une  courbe  du  troisième  ordre  ; 

par  M.  Jamet. 

(Séance  du   19  janvier  1887.) 

1.  On  connaît  le  beau  théorème  de  M.  Salmon,  relatif  aux 
courbes  du  troisième  ordre  :  Le  rapport  anliarmonicjue  des 
quatre  tangentes  que  Von  peut  mener  à  une  courbe  du  troi- 
sième ordre,  par  un  de  ses  points,  est  constant  pour  tous  les 
points  de  la  courbe.  Je  me  propose  d'en  indiquer  une  d(''monstra- 
tion,  fondée  sur  le  tlu-orème  suivant  :  L' équation  différentielle 

'h-        ;     ,      ., 

-, 1-  A  >■---  15  K  -H  L>  =  o, 

dx 


—  3(1  - 

où  A,  B,  C  désignent  des  fonctions  données  de  x,  est  telle  que 
le  rapport  anharnionique  de  quatre  de  ses  solutions  est  con- 
stant, et  réciproquement.  (  Em.  \*\(.\\\^>.  .in nales  de  V Ecole  Nor- 
male supérieure,  •2.'^  série,  t,  VI,  p.  34i-^43.) 

2.  -Notre  dénionslralion  consiste  en  ceci  :  On  sait  que  l'équation 
d'une  courbe  du  troisième  degré  peut  toujours  être  transformée, 
par  \o\e  d'homographie,  en  une  équation  de  la  forme 

a  y-  =  :r^  —  p X- -^  q  JC  -T-  r  ^E^  f(  x)^ 

et  il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour  une  courbe  représentée 
par  cette  é<jualion.  Soit  donc 


l'équation  d'une  tangente  à  cette  courbe  :  l'abscisse  du  point  de 
contact  devra  vérifier  les  deux  équations 

(1)  a{àx -^  v)-=- f{x), 

(i)  •iau(ux-r-v}=f'{x). 

Soit,  en  outre,  ^  l'abscisse  du  point,  dilTérent  du  point  de  contact, 
où  cette  droite  rencontre  la  courbe;  la  variable  ç  doit  elle-même 
vérifier  l'équation 

(3)  a{u\^v)^=fC^). 

Considérons  u,  t',  x  comme  des  fonctions  de  ;  définies  par  les 
relations  (  i  ),  (ci),  (3);  ces  fonctions  devront  aussi  vérifier  l'équa- 
tion 

,  , ,  >hi       (U' 

(ju'on  déduit,  par  diffV-reuliation,  de  l'équation  (i),  en  tenant 
compte  (\o  Icquation  (a).  Elles  doivent  encore  vérifier  l'équation 

dé(hiitc,  j)ar  difiércntiation,  de  léqualion  (  /\  ). 

Si  l'on  retranche  membre  à  membre  les  équations  (a)  et' (j),  que 

l'on  remplace,  dans  l'équation  résultante,  -tj  par  —  x'-^^  [expres- 
sion (Ic'diiilc  de  r»'(piali()n  ( /\)\.  et  qu'enfin  (»n  sup|)rime  le  facteur 


commun  ç  —  x,  on  trouve 


ou  bien 

d 


(6)  naU'—  2«(î<;  -i-  (;)  -—  =  3(;  -i-  ip)  -+-  2/?. 


D'autre  part,  si  l'on  retranche  les  équations  (3)  et  (i)  membre 
à  membre  et  qu'on  supprime  encore  le  facteur  ç  —  x,  on  trouve 

au{u{X-T)^i,-]=f'(x)-^''^^f"{x)^^^^^f"\x). 

Puis,  si  l'on  retranche  membre  à  membre  cette  dernière  équa- 
tion et  Téquation  (2  ),  on  trouve,  après  avoir  supprimé  encore  le 
l'acteur  ç  —  x, 

(7)  au''-=y"{x)-^{(\-r)f"(x)  =  ix-^'i^p. 
Eliminant  x  entre  (6)  et  (7  ),  on  trouve 

;,         ^  du        3;  —  p       aii- 
«(  »:  -T-  p)  -7^  =         , r-- 

Enfin,  à  cause  de  l'équation  (3), 

(8)  y/a-^  = ; 

^^î       iv//<^      .}//•(?• 
Posons 

(9  )  /««  =  0. 

l'équation  précédente  devient 

cm  _  z\  +  p  _     0^ 

■""^  ^^  "4v/7(Ti~4/7(I)' 

3.  Je  dis  maintenant  qu'il  existe,  entre  0  et  ;,  une  relation  algé- 
brique, du  quatrième  degré  par  rapport  à  0.  En  effet,  cherchons 
la  condition  pour  qu'une  droite,  issue  du  point  q,  r, ,  situé  sur  la 
courbe,  lui  soit  tangente  en  un  autre  point.  Soient 

X  =\-^  Àp, 

j  =  ■'■i  —  ;^? 

les  équations  qui  définissent  cette  droite.    Si   l'on  substitue  ces 
expressions  de  j"  et  de  1' dans  l'équation  de  la  courbe,   et  qu'on 


—  3S  — 
tienne  com[)le  de  la  condition 

('1)  «•','  =  /(;;, 

on  trouve  une  équation  qui,  par  rapport  à  p,  est  du  troisième 
degré.  Elle  admet,  comme  on  devait  s'y  attendre,  la  solution  p  =  o  : 
supprimant  cette  solution  et  cherchant  la  condition  pour  que  les 
deux  autres  racines  soient  égales,  puis  faisant  y.  =z  Xu  dans  l'équa- 
tion de  condition,  on  trouve 

(3;  H-/>  —  au-)' —  .|(3  ;--r-  '^T?;  -f-  7  —  iaur,)  =  o 
et,  à  cause  des  formules  (9)  et  (i  i  ), 

Toute  racine  de  cette  équation  est  une  fonction  de  ç  qui  doit  vé- 
rifier l'équation  diflérentielle  (10).  Donc,  en  vertu  du  théorème  de 
M.  Picard,  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  racines  est  con- 
stant; mais,  à  cause  de  la  formule  (9),  ce  l'apport  anharmonique 
est  égal  à  celui  des  quatre  valeurs  correspondantes  de  u. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

4.  Si  maintenant  on  veut  calculer  l'un  des  rapports  anharmo- 
niques  constants  des  quatre  tangentes  mobiles  considérées,  on 
calculera  celui  des  quatre  tangentes  parallèles  à  l'axe  Oy  :  l'une 
d'elles  est  rejetée  à  l'infini  et  coïncide  avec  la  tangente  d'inflexion; 
les  trois  autres  touchent  la  courbe  aux  points  où  celle-ci  touche 
l'axe  Ojc.  Si  donc  on  désigne  par  a,  ^,  y  les  racines  de  l'équation 

f{x)  =  o, 

l'un  (h;  ces  rapports  sera  égal  à 


et  1  on  vérifiera  sans  difficulté  que  ce  rapport  est  égal  au  carré  du 
module  des  intégrales  elliptiques  appartenant  à  la  courbe  donnée. 
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Des  rayons  de  courbure  dans  les  transformations  isogonales  ('), 
par  M.  A.-C.  Laisakt. 

(Séance   du   19  janvier  1887.) 

Si  une  varialjle  OY  =  y  est  liée  à  une  variable  OX  =  x   par 
une  relation  de  la  forme  y  =  '■^(^)  o^^?  plus  généralement, 

Y=/(x)^t7l(x), 

les  fonctions  f,  y,  étant  des  fonctions  analytiques  dans  le  sens 
ordinaire  du  mot,  c'est-à-dire  ayant  pour  chaque  valeur  de  x  une 
dérivée  bien  déterminée,  la  transformation  qu'exprime  cette  rela- 
tion est  isogonale,  c'est-à-dire  que,  dans  toute  transformation  de 
ce  genre,  les  angles  se  conservent. 

En  effet,   si  l'on  donne  à  X  un  déplacement  c/x  quelconque,  il 

vient   f/v  = 'i'(x)  c/x,    —  =  g'(x),   en   sorte   que   le   rapport  des 

déplacements  d\ ,  dx  est  constant  pour  un  môme  point,   et  que 


l'angle  formé  par  ces  déplacements,  c'est-à-dire  j)ar  les  tangentes 
XU,  YV  de  deux  courbes  transformées,  est  constant  lui  aussi,  cl 
égal  à  l'inclinaison  de  «^'(x). 

(  '  )  Il  est  fait  usage,  dans  celle  Note,  de  la  mélliode  des  équipollcnces.  Le  signe  = 
vcul  dire  ctjiiipollent  à.  La  lellrc  t  lient  lieu  du  signe  y/  (raniun),  c'csl-à-dire 
du  sind)()ic  ^/ — i.  La  lellrc  x  désigne  la  quanlilé  géoniélrique  représcnlée  par  la 
droilc  ()\.  Les  nolalions  (Dx.lO^x  représenlcnl  rcspeclivcnienl  les  dérivt'cs  gé<i- 
ni('lri(iues.  <iu  premier  cl  du  second  ordre,  de  la  variable  \. 
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L'objet  de  cette  Note  est  la  recherche  des  relations  entre  les 
rayons  de  courbure  Xll,  YS  des  deux  courbes  en  question. 
Si  l'on  pose 

—:—-    =    l  —   IK.  — .— -   =     l   ^  IK, 

(S>\  à)Y 

on  sait  que  les  rayons  de  courbnre  XR,  YS  sont  respectivement 
donnés  par  les  équipollences 

(i)  XR=^Cï)x.  \S=  ^,  =(i)\. 

Or  nous  avons 

(1)  (ôv  =  'f'(x)(Dx; 


(I  ou 


(02  Y  =  O'(x)t02x  -^o"(X)((OXj-, 


(3,  ^  =  i^_5;iiL'c0,. 

(Ôv         (Ôx        o'(x) 
Posons 

(4)  ç'(x)  =  «E^.        2^= /.s?, 

O    (  X  ) 

valeurs  constantes  pour  la  position  considérée  du  point  X. 
La  relation  précédente  pourra  s'écrire 

(5)  l'-^  il'=  / -^  il-r-hz?(^\. 

Prenons  pour  variable  indépendante  l'arc  même  de  la  courbe  (X) 

et  désignons  par  0  l'inclinaison  de  la  tangente  à  cette  courbe. 
Alors  Or)x  =  z'\  (Oy  =  rt£=''*'^,  et,  en  égalant  les  parties  imaginaires 
des  deux  membres  de  l'équipollence  (5), 

(G)  À'  =  À  ^ />sin(3-;-0). 

c'est-à-dire,  en  vertu  des  relations  (i),  et  si  Ton  appelle  p,  o'  les 
longueurs  des  deux  rayons  de  courbure, 

(y)  ^,  =  -^6sin(?  +  0). 

?         ? 

lelalion  remarquable  entre  les  deux  rayons  de  courbure.  Ceux-ci 

oui  d'ailleurs  pour  inclinaisons  0  et  0  +  a  si  l'on  prend  pour  origine 

(les  inclinaisons  une  droite  perpendiculaire  à  l'origine  primitive. 

Parmi  les  conséquences  de  la  formule  (-),  d  y  a  lieu  de  sigualei- 


un  théorème  qui  semble  nouveau.  L'équation  générale  d'une  co- 
nique en  coordonnées  polaires  est 

~  =  p  cosO  -I-  q  «inOdr  /^ cos-6  -i-  g  cosO  sin6  -s-  h  sin-0. 

Si  dans  cette  équation  on  opère  la  substitution  résultant  de  la 
formule  (-),  l'ano^le  B  étant  toujours  l'angle  polaire  par  l'apport  à 
un  certain  axe  polaire  convenablement  choisi,  on  voit  que  l'équa- 
tion en  s'  et  H  représentera  aussi  une  conique.  Nous  avons  donc 
la  proposition  suivante,  applicable  à  toute  transformation  isogo- 
nale  : 

Si  les  centres  de  courbure  R.  cV une  série  de  courbes  passant 
par  un  point  X  sont  distribués  sur  une  conicjue,  les  centres  de 
courbure  S  des  courbes  transformées,  passant  par  le  point  \, 
seront  aussi  distribués  sur  une  conicjue. 

En  particulier,  nous  avons  les  conséquences  ci-après,  pour  ainsi 
dire  évidentes  en  vertu  de  ce  qui  précède  : 

i"  Toutes  les  transformées  de  droites  passant  par  un  même 
point  ont  leurs  centres  de  courbure  situés  sur  une  même  droite; 

2°  Si  les  rayons  de  courbure  des  courbes  passant  par  X  sont 
tous  égaux,  les  centres  de  courbure  des  transformées  seront 
distribués  sur  une  conicjue  de  foyer  Y; 

3"  Si  les  centres  de  courbure  des  courbes  (\.)sont  distribués 
sur  une  conicjue  de  foyer  X,  les  centres  de  courbure  des  courbes 
transformées  i\)  seront  distribués  sur  une  conique  de  foyer\  . 

Transon  {Nouvelles  Annales,  1869,  }).  ii4)  a  établi  les  pro- 
priétés 1°  et  2"  dans  un  article  fort  remarquable  sur  l'algèbre  direc- 
tive. Mais  il  ne  paraît  pas  avoir  rencontré  la  proposition  3'\  ni  sur- 
tout le  théorème  gén(''ral  ([ue  nous  venons  de  signahn". 


Démonstration  nouvelle  du  théorème  fondamental  de   la 
théorie  des  équations;  par  M.   C.-A.   L.msajnt. 

(Séance  du  j  février  1887.) 

Le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations  :  Toute 
équation  algébrique  à  coefficients  réels  ou  imaginaires  a  une 
racine  a  été  démontré  par  Cauchy.  Toutefois,  sa  démonstration 
prête  à  certaines  objections,  un  peu  spécieuses  peut-être,  mais  qui 
ont  cependant  provoqué  l'attention  des  géomètres. 

M.  AA  aleckl  en  a  donné  une  démonstration  irréprochable, 
laquelle  est  purement  analytique,  mais  assez  compliquée.  Peut- 
être  faiLt-il  voir,  dans  cette  complication,  l'explication  de  ce  fait 
que  la  démonstration,  après  avoir  figuré  pendant  un  certain  temps 
dans  les  programmes  des  Cours  de  Mathématiques  spéciales,  en 
est  actuellement  exclue,  comme  elle  l'était  jadis. 

Au  point  de  vue  de  la  doctrine,  il  est  assurément  regrettable 
que  l'on  soit  contraint  d'admettre  comme  postulatum,  dans  l'en- 
seignement, une  vérité  qui  est  loin  d'être  évidente  par  elle-même. 

Il  semble  cependant  possible  d'établir  la  démonstration  dont  il 
s'agit,  d'une  façon  simple,  pour  ainsi  dire  intuitive,  et  qui  repose 
essentiellement  sur  la  notion  de  continuité.  Tel  est  l'objet  de  la 
présente  Note. 

Soit 

(0  y  =  /(^)  =  J""'-f-A,x"'-i-f-...^  A„,-i.r^  A„,  =  0 

une  équation  algébrique,  dans  laquelle  nous  pouvons  toujours 
supposer  que  le  coefficient  du  premier  terme  est  égal  à  1  unité. 
Représentons,  à  la  manière  habituelle,  les  valeurs  de  x  et  de  la 
fonction  y  par  des  droites  issues  d'une  origine  fixe,  droites  ayant 
pour  longueurs  les  modules  et  pour  inclinaisons  sur  une  direction 
fixe  les  arguments. 

Lemmk.  —  Lorsque  l'extrémité  de  x  décrit,  autour  de  Vori- 
gine  comme  centre,  une  circonférence  de  rayon  suffisamment 
grand,  V  extrémité  de  y  décrit,  autour  de  l'origine,  une  courbe 
fermée,  aussi  éloignée  de  r origine  qiton  le  voudra,  dans 
toutes  ses  parties. 


-    i3 
Xoiis  pouvons  écrire 


6  / , _  i\j. .-0 _     ^  ^"'-'  .-/«-l'O  .  Ai:i r-/«o 


j  =  j? 
Si  nous  remplaçons  x  par  ri^^ 

(  2  )  J  =  /■'«  £'«^  ( 

Lorsque  /■  augmente  sans  limite,  le  module  de  y  croît  de  même 
indéfiniment.  De  plus,  pour  une  valeur  donnée  de  Q,  il  est  clair 
que  l'argument  de  r  tend  vers  inH  lorsque  /■  augmente  sans  limite, 
puisque  le  facteur  entre  parenthèses  tend  vers  l'unité,  dans  le 
second  membre  de  la  relation  (2V 

Donc,  à  toute  direction  d'inclinaison  0  pour  x,  correspondra 
pour jK  une  direction  d'inclinaison  aussi  rapprochée  qu'on  le  voudra 
de  mO,  pourvu  que  /•  soit  suffisamment  grand.  Il  y  aura  ainsi  une 
valeur  de  y  ayant  ]iour  direction  celle  d'une  droite  quelconque 
issue  de  l'origine. 

Le  lemme  en  démonstration  est  donc  établi. 

Il  est  d'ailleurs  utile  de  faire  rcmarcpier  que  la  courbe  fermée 
décrite  j)ar  l'extrémité  de  y  présentera,  autour  de  l'origine,  m  cir- 
convolulions  et  non  pas  une  seule. 

Théorème.  —  L'équation  y  --  o  a  une  racine. 

Posons  z  =y  —  A,„.  Lorsque  le  module  de  x  tend  vers  zéro,  le 
module  de  z  tend  vers  zéro.  Donc,  lorsque  l'extrémité  de  x  décrit 
autour  de  l'origine  une  circonférence  de  ravon  1res  petit,  l'extré- 
mité de  j^  décrira  une  très  petite  courbe  fermée,  voisine  du  point  \,„, 
représentatif  du  terme  A,„. 

Lorsque  l'extrémité  de  x  décrit  autour  de  l'origine  une  circon- 
férence de  rayon  suffisamment  grand,  l'extrémité  de  y,  en  vertu 
du  lemme  ci-flessus  démontré,  décrira  une  courbe  fermée,  aussi 
éloignée  qu'on  voudra,  autour  de  l'origine  et,  partant,  autour  deA,„. 

Donc,  la  circonférence  décrite  par  l'extrémité  de  x  autour  de 
l'origine  augmentant  d'une  façon  continue,  la  courbe  fermée  autour 
de  A,„  augmentera  aussi  indéfiniment,  et  par  suite  arri\era  à  passer 
par  l'origine  O.  On  aura  doue,  pour  cette  position  spéciale, 

z=  \,„0  =—\,„. 

el  |tar  coiisi-ipirnl   i    rr=  n.  pour  uuf  certaine  valeur  de  .r. 


Donc  réquation  r=  o  a  une  racine. 

REMAKQrE.  —  Cette  démonstration  repose  sur  la  continuité 
de  la  fonction  y  \  nous  n'avons  pas  cru  nécessaire  de  démontrer 
cette  continuité,  parce  cju^elle  s^ établit  par  les  moyens  les  plus 
élémentaires  et  s^applicjue  tout  aussi  bien  aux  quantités  ima- 
ginaires r/u^aux  quantités  réelles.  La  formule  de  Taylor  est 
en  effet  applicable  à  cette  fonction,  et  se  présente  sous  forme 
d'une  suite  limitée  au  lieu  d'une  série  indéfinie,  ce  qui  sim- 
plifie encore  les  choses. 


Système  articulé  pour  tracer  la  courbe  symétrique 
par  rapport  à   un  axe  cV une  courbe  donnée;  pai'  M.  L.  Neu. 

(Séance  du   !  février  1887.) 
Considérons  un  losange  articulé  ABCD,  si  nous  faisons  décrire 

E 


au  point  B  la  courbe  es  en  assujettissant  les  points  A  et  G  à  décrire 


—   io  — 

l'axe  de  sjmélrie  xy,  le  point  D  décrira  la  courbe  cp'  symétrique 
de  o  par  rapport  à  xy. 

Pour  assujettir  le  point  A  à  décrire  la  droite  xy^  il  suffit  de 
prendre  ce  point  comme  sommet  d'un  système  à  sept  tiges  de  Peau- 
celier  AEFGHK,  la  droite  HK  étant  perpendiculaire  à  xy,  de 
même  pour  le  point  G. 

Ce  système  pourrait  servir  aux  graveurs  qui  ont  à  tracer  le  néga- 
tif d'une  figure,  c'est-à-dire  la  symétrie  de  cette  figure  par  rapport 
à  un  axe. 


Sur  le  système  de  quatre  formes  binaires  simultanées 
{deux   linéaires   et   deux   quadratiques)]    par   M.   R.   Pehrin. 

(Séance  du  ■?.  février  1887.) 

1.  L'objet  du  présent  travail  est  d'établir  d'une  manière  com- 
plète, en  vue  surtout  d'une  application  ultérieure  à  la  théorie  des 
formes  ternaires  (*),  les  relations,  ou  syzygies,  qui  existent  entre 
les  invariants  du  système  de  qualité  formes  binaires  simultanées, 
savoir  deux  formes  linéaires  et  deux  formes  quadratiques.  Bien 
que  relativement  simple,  ce  système  possède  déjà,  comme  on  le 
verra,  treize  invariants  distincts,  reliés  par  vingt  syzygies  indépen- 
dantes, dont  chacune  peut  être  transportée  dans  le  domaine  ter- 
naire. 

J'emploierai  exclusivement  pour  cette  étude  les  procédés  indi- 
qués dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus,  t.  XCVI,  j).  426; 
i883),  procédés  qui  reposent  sur  les  principes  suivants  : 

1"  Etant  donné  un  système  composé  d'autant  de  formes  binaires 
indépendantes  et  de  tel  ordre  <ju'on  voudra,  de  tous  leurs  inva- 
riants et  covariants,  si  l'une  ([uchîoiupie  des  formes  de  ce  svslème 
est 

n{n  —  I)  „    „ 


{  '  )  Le  principe  de  celle  a[)plicaliftn  a  élé  donné  dans  une  série  fie  NVites  insérées 
aux   Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  janvier  1887. 
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et  qu'on  cftcclue  la  subsliliillon 

j"  =  \  ^ —  iii  \ .        y  =  <T'oV. 

tous  les  coefficients,  dans  toutes  les  formes  du  système,  devien- 
dront des  péninvariants. 

2°  Cette  transformation  des  coefficients  étant  ainsi  opérée,  tout 
procédé  de  formation  d  un  péninvariant  du  système  donne,  par  le 
fait  même  qu'on  l'écrit,  une  syzygie  entre  le  covariant  correspon- 
dant, multiplié  par  une  certaine  puissance  de  iv  (celle  précisément 
qui  convient  pour  rétablir  riiomogénéité),  et  les  covariants  dont 
les  péninvariants  figurent  dans  la  composition  des  coefficients 
employés. 

3"  Etant  donnée  une  syzvgie  entre  des  formes  du  système,  on 
peut  toujours  la  considérer  comme  exp,rimant  qu'un  certain  cova- 
riant composé,  d'ordre  m  par  exemple,  est  identiquement  nul;  dès 
lors,  le  second,  le  troisième,  ...,  le  /?«"^™'^  coefficient  de  ce  covariant 
composé,  sont  aussi  identiquement  nuls,  ce  qui  permet  d'écrire 
immédiatement  m  nouvelles  syzygies,  en  général  distinctes  de  la 
première. 

Je  m'appuierai  enfin  sur  ce  théorème  : 

Si  Von  ajoute  à  un  système  quelconque  de  formes  binaires 
indépendantes  une  forme  linéaire,  les  seules  formes  nouvelles 
qui  s'ajoutent  aux  formes  covariantes  et  invariantes  du  sj'S- 
tème  primitif  sont  celles  quon  obtient  en  opérant  avec  la  forme 
linéaire  ajoutée  sur  chacune  des  formes,  tant  indépendantes 
que  covariantes,  de  ce  système  primitif,  savoir  une  fois  sur  les 
formes  linéaires;  une  fois,  et  deux  fois  sur  les  formes  quadra- 
tiques; une,  deux  et  trois  fois  sur  les  formes  cubiques,  et  ainsi 
de  suite.  En  particulier,  il  s'introduit  précisément  autant 
d'invariants  nouveaux  qu  il  existait  de  formes  distinctes  dans 
le  système  primitif,  savoir  les  résultants  de  chacune  de  ces 
formes  et  de  la  forme  linéaire  ajoutée. 

La  démonstration  de  ce  ihéorème,  sous  un  ('nonce  un  peu  diffé- 
rent, se  trouve  dans  la  Théorie  des  formes  binaires  àc  Clebsch 
(§oo);  on  peut  d'ailleurs  l'établir  très  simplement,  sans  l'inter- 
vention du  calcul  sMiibolifpie,  de  la  manière  suivante  : 

Soit 

u  =  «oJ"  -t-  «1  y 


la  forme  linéaire  indépendante  ajoutée,  et 

un  quelconque  des  covariants  (ou  invariants)  qui  s'introduisent 
ainsi.  Le  péninvariant  (ou  invariant)  Tq  contiendra  les  coefficients 
de  II  à  lin  degré  q  différent  de  zéro  ;  on  pourra  donc  l'écrire 

5o,  5| ,  .  .  .  ,.v,/  ne  contenant  plus  que  les  coefficients  des  formes  indé- 
pendantes composant  le  système  primitif.  On  sait  que  v^  doit, 
pour  être  un  péninvariant,  satisfaire  à  l'équation  différentielle 

f/ai        dz 
où  -T^  désigne    un  ensemble   d'opérations    de   dérivation  qui  ne 

portent  que  sur  les  coefficients  autres  que  «,,  et  «,.  Cette  équa- 
tion différentielle  peut  donc  s'écrire 

«0     qf^V^  *i—  ^-^ "u"'  «1*2  —.  .  .^qa\'^  s,, 


rf  dso  „_i        dsi        q{q~\)    „_,     ,  r/.y,  „  ds, 


'Z^'ô    «1  -77  —  ^-r^ —  «0  '  «I 


dz        ^-^      "'    dz  ..2       ^-^      '■"'  dz       ■•■       "'  77^-"- 

Mais,  pour  que  cette  équation  ait  lieu  identiquement,  il  faut  que 
les  coefficients  de  «^,  rt^~'  «,,  .  .  . ,  a^  s'évanouissent  identique- 
ment; ce  qui  donne  le  système  de  conditions 


—  q-'!\, 


dsn 
dz 


dsi 

=  — (q  —  \)  s,. 


dsi 

'dz  ^ 

-(q 

'f)H, 

ds.f-i 

dz 

S,,. 

ds,, 

dz 

Or  ces  relations  sont  pr(-cisément  celles  qui  sont  ni-cessaircs  cl 
suffisantes  pour  définir  les  (/  premiers  coefficients  d'un  eovarianl.s- 
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qui  ne  dépend  plus  que  des  formes  du  système  primitil,  savoir 

i-  =  s^xP^'l  —  {p  -4-  q  )s,i-ixi>^i-^y  -^. .  . 

\.l...rj  -^       • 

(l'ordre  p  -^  q  &C  ce  eovariant  se  trouve  déterminé  par  la  condition 
que  sa  source  5^  aille  poids  convenable,  étant  connu  le  poids  de  Cq  ). 
Si  l'on  opère  cj  l'ois  avec  u  sur  ce  eovariant  s  qui  faisait  donc 
partie  du  système  primitif,  c'est-à-dire  si  on  lui  applique  l'opéra- 
teur 

„  d'i  „_i  (Il  ,     „  d'i 

"  dyi       ^  ily'i'^  dx  '  dxi 

le  eovariant  obtenu  aura  pour  coefficient  de  xP 

c'est-à-dire  précisément  Tq,  à  un  coefficient  numérique  près;  il  ne 
diffère  donc  de  v  que  par  ce  coefficient  numérique. 

Il  est  ainsi  démontré  que  tout  eovariant  v  du  système  complété 
par  l'adjonction  d'une  forme  linéaire  indépendante  peut  s'obtenir 
en  opérant  un  co'tain  nombre  de  fois  avec  cette  forme  sur  un  des 
covariants  du  système  primitif;  ce  qui  équivaut  à  l'énoncé  donné 
plus  haut. 

î2.    Cela  posé,  soient  données  les  quatre  formes  indépendantes 

.'  ;<  =  «0  ^  "^  ^1  ^') 
\  ?i'  =  rtjj  X  -4-  a\  Y, 
^'^  '    1-  =  6o  X2--  xhi  XY  ^  h.  Y2, 


(•'  =  i;x2-f-2  6'iXY^6',Y2. 

Eff'ectuons    la   substitution   X  =  a: — «'^i.l',  \=^a(^y\  dont  le 
déterminant  est  a^^  source  de  la  forme  u.  11  vient 

!u  =  u^x,  u  =  lî^  X  -f-  Aj, 

v  =  v^x^'-^ir.Qxy  -^  ky^, 
v'  =  i-'o  x"^  4-  -277;,  xy  —  S! y"-, 
en  posaul 

=  «n/^,  —  aihç,. 
(3)  \  <  =  fi^^1>\  —ri\b\,. 

A    =  «1  ^n  — 2rto<^l'^l  "^  «0  ^2- 

A'   =  a"j  b\^  —  •).  On  ai  b\  -^  <7  j  Z^', . 
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et,  en  écrivant  Uq,  «„.  ^'o,  i'o  ^^  li^u  de  a^,  à^,  b^,  b'^^,  pour  rappeler 
les  formes  dont  ces  coefficients  sont  les  sources,  A,  A,  A'  sont  évi- 
demment trois  invariants,  savoir  les  résultants  de  u  et  de  chacune 
des  trois  formes  fondamentales  «',  v,  ç' ;  tïq  et  7:'q  sont  des  pénin- 
variants,  sources  des  deux  covariants  iz  et  tJ,  qui  sont  évidemment 
le  jacobien  de  u  et  r,  et  celui  de  u  et  v'.  Ces  jacobiens  sont  en 
effet  définis  par  les  opérations 

du  de         du  dv        du  dv         du  dv' 
dx  dy        dy  dx        dx  dy        dy  dx 

lesquelles  donnent  respectivement 

2f<o(~o^  — Ar).         iU(,(t:^x -^  k' y). 
Nous  pouvons  donc  les  écrire  ainsi 

-  =  -0  a;  -r-  ky. 


(4)  '     '        '      .    V 

~  =~^x^  k  y. 

Construisons  d'abord  les  formes  du  svstème  partiel  composé 
seulement  de  v  et  de  r'.  Ces  formes  consistent,  comme  on  sait,  en 
trois  invariants,  savoir  les  discriminants  D  et  D'  des  deux  formes, 
et  un  invariant  commun 

I  =  èo  b\  -r-  b=,_  6'y  —  2  Z»i  b\  ; 

plus  un  seul  covariant,  le  jacobien  de  a  et  ii! ,  que  je  désignerai 
par  n.  En  prenant  u  et  il  sous  les  i'ormes  données  par  les  équa- 
tions (2),  on  a  immédiatement  les  trois  svzjgies 

(5)  a^D  =  Ai;  —-2. 

(6)  «2D'=  A'r'— t:'^'. 

(7)  w^I    =  kv'  -f-A^  — -jt:-'. 

Si  l'on  forme  les  sjzygies  dérivées,  en  écrivant  que  les  second 
et  troisième  termes  des  covariants  identiquement  nuls 

«^D  —  Ac  — -2,     u-)d'  —  AV-t-t'^.     u-\  —  At^' — AV-r-2--' 

sont  également  nuls,  on  n'obtient  aucune  sjzygie  nouvelle,  mais 
de  pures  identités. 

Le  jacobien  n  de  v  et  v'  est  défini  par  l'opération 

dv   dv'        dv    dv' 
dx   dv         dy   dx 

4 
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(|ui  donne 

i  [( ^^o-'o  —  ^''o  -o)  ^-  -i-(  A'  t'o—  Al-;  )  j"/  +(  A'tto  —  Att'u  ) y-\. 
Le  coefficient  de  x-  fournit  immédiatement  la  syzygie 

(8)  î/T=  j't:'— r'-r:, 

qui  relie  t  aux  formes  déjà  trouvées.  Le  second  et  le  troisième 
coefficient  de  7  devant  être  aussi  des  péninvariants,  il  faut  que 
A'  Vq  —  A»"o'  ^^  "^0  —  -'^■^0  soient  divisibles  par  iio  ;  désignons  par/?, 
rie  covariant  linéaire  et  l'invariant  correspondants;  nous  avons 
immédiatement,  pour  définir  ces  deux  nouvelles  formes,  les  deux 
syzygies 

(9)  f'P  =  A'p  —  Av'. 

(10)  uY  =  A' T.  —  XrJ . 

En  effectuant  les  calculs,   on  trouve  pour  le  péninvariant  p^, 
source  de/j,  et  pour  l'invariant  F,  les  valeurs  suivantes 

PO  =  «0  (  *0  b'o  —  62  6'o  )  ~  2  «7i  (  61  Ô'o  —  ^0  b'i  ), 

r  =  a^{bib'.,~-  bib'i  )  —  a^ciiibib'^  —  ^0^2)  -^  «1  (^o^'i  —  i>iK)- 

Les  expressions  complètes  des  covariants  o-  et/?  sont  d'ailleurs, 
en  vertu  de  (8),  (9),  (10)  et  (2), 


(u^ 


P  =Pqx  —-i-Vy. 


r  est  évidemment  le  résultant  de»?<  et  a-,  et  p  le  jacobien  de  u 
et  T. 

Multiplions  les  deux  membres  de  (10)  par  27:,  remplaçons  -n- 
et  27rTc'  au  moyen  de  (5)  et  (y),  puis  A'c  —  Kv'  au  moyen  de  (9); 
nous  pourrons  diviser  par  «,  et  nous  obtiendrons  la  syzygie 

(12  j  2r-  =  A/j-^;/(AI  — aA'D). 

En  multipliant  (10)  par  27:'  et  utilisant  de  même  les  relations 
(6),  (7)  et  (9),  on  obtient  la  syzygie  analogue 

(i3)  2rT:'=  A>  — ?/(A'I  — 2AD'). 

Enfin,  multipliant(io)  par  aF,  remplaçant  iY r^  et  2r-'aumoyen 
de  (12)  et  (i  •^)  )  et  divisant  par  111,  il  vient 

(i4)  r2=  AA'I  — A'2D  — A2D'. 


C'est  la  première  des  relations  entre  invariants  que  nous  nous 
proposions  d'obtenir. 

3.  D'après  le  théorème  démontré  plus  haut,  nous  connaissons 
déjà  toutes  les  formes  du  système  qui  ne  comprend  pour  formes 
fondamentales  que  u^  v  et  v' .  En  effet,  le  système  de  v  et  v'  n'admet, 
en  dehors  des  invariants  D,  D'  et  I,  que  le  seul  covariant  a.  En 
ajoutant  la  forme  fondamentale  u,  on  n'introduit  que  les  formes 
obtenues  en  opérant  avec  u  une  et  deux  fois  sur  v,  sur  v'  et  sur  o-, 
soit  en  tout  six  formes  nouvelles  ;  l'opération  en  question  se  réduit 
d'ailleurs  ici  à  une  différentiation  par  rapporta  y\  et  elle  donne 
les  trois  covariants  linéaires  t:,  tz'  et/?,  puis  les  trois  invariants  A, 

A',r. 

Toutefois,  avant  d'introduire  la  quatrième  forme  fondamen- 
tale u\  je  vais  tirer  des  syzygies  trouvées  plus hautquelques autres 
syzygies,  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

Si  l'on  multiplie  (8)  successivement  par  ait  et  2t:',  qu'on  rem- 
place ~-,  --',  Tz-  au  moyen  de  (5),  ((3),  (j),  et  qu'on  tienne  compte 
de  (9),  on  obtient,  en  divisant  par  u^  les  deux  syzygies 

(i5)  2- 7  =  i-y>   -t- ?<(2  Df' — Ir). 

(iG)  .i-'j  =  c'/j -T- if(I(j' — aD'p). 

Si  l'on  multiplie  (8)  par  27.  qu'on  remplace  27:7  et  27:' t  au 
moyen  de  (i5)  et  (16)  et  qu'on  divise  par  2«,  on  obtient 

(17)  !T-=Iif' — Dv'- — ly'v-, 

syzygie  d'ailleurs  bien  connue  dans  la  théorie  de  deux  formes  qua- 
dratiques binaires  simultanées. 

Multiplions  (10)  par  20-,  remplaçons  27:t  et  27:'t  au  moven  de 
(i5)  et  (i(3),  A'r  —  Av'  au  moyen  de  (9),  et  divisons  par  u\\\ 
viendra 

(18)  2rC7=/?2  +  (2AD'— A'I)P-;-(2A'D  —  AI)(^'. 

Les  syzygies  (5),  (6),  (7),  (12),  (i3),  (U),  (i5),  (iG),  (i;)  et 
(18)  permettent  d'exprimer  en  fonction  des  formes  droites 

{u.  r.  v'.p.  A,  A.  D.  D'.  I). 

du  système  restreint  (pie  nous  avons  considéré  jusqu'ic^i,   tous  les 
carrés  et  produits  doux  à  Acaw  des  formes  gauches  (7,  -,  -'.  Y  )  do 
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ce  système.  Pour  pliis/Je  commodité,  j'ai  désigné  les  formes  gau- 
ches par  des  lettres  grecques,  et  les  invariants  par  des  majuscules, 
notation  que  je  continuerai  à  appliquer  dans  la  suite  de  cette  étude. 
En  éliminant  deux  des  formes  gauches  entre  les  trois  syzjgies 
qui  donnent  leurs  carrés  et  leur  double  produit,  on  peut  obtenir 
six  sjzygles  entre  formes  droites,  mais  qui  se  réduisent  à  deux 
distinctes,  savoir  :  la  sj/.ygie  (9)  et  la  suivante  : 

(19)  /)2—  if2(i2_  jDD')-h-2(2AD'— A'I)p-^2(2A'D  — Arj^''=  o. 

Formons   maintenant  les  svzygies  dérivées  de  (i5),  (16),  (17), 
(18).  Les  seconds  termes  de  (  1 5)  et  (16)  donnent  respectivement 

(20)  A  a  —  Tv  =  ii(7.T>-:z'  —  lit), 

(21)  A'a  — ri^'=  uHr'— aD'-Ti), 

Les  troisièmes  termes  donneraient  (i2)et(i3).  Le  second  terme 
de  (17)  donne 

(  29.  j  7?  (T  -T-  (  2  D'  ('  —  l  i''  )  T.  -h  {-iT)  i>'  ^  l  i>)-'  =  O. 

Le  troisième  terme  donne  une  relation  qui   se  ramène  à   (18) 
et  (19)-  Le  second  terme  de  (18)  donne 

(23)  r/?-i-(2AD'— A'I)7:-^(2A'D  — AI)7:'=o 

et  le  troisième  terme  ramène  à  (i4)-  Enfin  le  second  et  le  troi- 
sième terme  de  (19)  conduisent  encore  à  (28)  et  (i4)- 
De  (18)  et  de  (19)  on  tire 

(  23  bis  )  4  r  cr  =  />2  —  z<2  (  1-2  _  4  DD'  ), 

syzygie  qui  montre  en  passant  que  les  deux  facteurs  linéaires  du 

covariant  a-  sont 

p  ±:  Il  v/l2  — 4DD'. 

4.   Introduisons  maintenant  la  seconde  forme  linéaire 

Nous  avons  à  opérer  avec  elle  sur  chacune  des  formes  trouvées 
jusqu'ici,  savoir  u,  v,  v',  ir,  -',  3-  et  p. 

En  opérant  sur  11,  nous  obtenons  l'invariant  A,  résultant  de  u 
et   u. 
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En  opéranl  une  fois  sur  c,  il  vient 

1  (  W'o  TTo  —  A  V'o  ,)  -^  9.  (  A  U^  —  A  TTo  )7, 

ce  qui  nous  apprend  l'existence  d'un  covariant  linéaire  t:"  et  d'un 
invariant  B,  définis  par  les  syzygies 

{'i\)  U-"  =  u'r.  —  Av, 

{i5)  uB  =  Au' — ^Att. 

l'expression  complète  de  tz"  étant  d'ailleurs 
(26)  TJ'  =  T:lx-+-By. 

En  opérant  une  seconde  fois  avec  u'  sur  ç  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  une  fois  avec  u'  sur  Tt",  nous  obtenons  un  nouvel  invariant  C, 
défini  par  la  svzygie 

(  'iy  )  uQ  =  u'B  —  Att". 

En  opérant  de  même  avec  u'  sur  r',  nous  obtiendrons  évidem- 
ment un  covariant  linéaire  tî"'  et  deux  invariants  B',  C,  définis 
respectivement  par  les  syzygies 

(28)  U7z"'=u-'  —  Av', 

(29)  «B'=A'm'  —  Att', 

(30)  uC  =  u'B' ^Xtz'", 

et  le  covariant  rJ"  aura  pour  expression  complète 

(3i)  r"'=<x  +  B>. 

En  opérant  avec  u'  sur  t:  et  tJ,  on  retrouve  les  invariants  B  et  B'. 
Opérons  maintenant  sur  tr;  il  vient 

(  u'qPq—  ■2\<yo)^  -^  ( ■i'i^iio  —  A/?o)j, 

ce  qui  démontre  l'existence  d'un  covariant  linéaire  p'  et  d'un  in- 
variant A',  définis  par  les  syzygies 

(32)  up'  =  u'p  — 2  A  a, 

(33)  uV  =  ^ru'  ~\p, 

le  covariant/»'  avant  [xjur  expression  complète 

(34)  p'  =  p'QX-^\'y. 

En  opérant  une  seconde  fois  sur  7.  ou  une  première  (ois  sur//, 


—  oi  — 
nous  ol)lenons  l'invariant  F',  défini  j)ar 
(35)  -3.  Il  l"  =  II' \' — \p'. 

(La  présence  du  coefficient  :>  se  justifie  par  ce  fait  qu'en  effec- 
tuant les  calculs  on  trouverait  bien,  pour  F',  une  fonction  entière 
des  coefficients  primitifs.) 

Enfin,  en  opérant  avec  k'  sur  /?,  on  retombe  sur  l'invariant  A'. 

Le  système  de  formes  est  donc  maintenant  complet;  il  ne  reste 
qu'à  établir  les  syzjgies  reliant  les  dernières  formes  introduites 
entre  elles  et  avec  les  précédentes. 

S.  11  est  tout  d'abord  aisé  de  voir  que  -",  t'",  />',  C,  C  et  F' 
jouent  respectivement  le  même  rôle,  dans  le  système  partiel 
(  u',  ç,  i''),  que  T,  rJ,  p,  A,  A'  et  F,  dans  le  système  partiel  (ii,  v,  ç'). 
En  effet,  si  l'on  multiplie  (8)  par  u',  qu'on  remplace  u'tJ  et  u'-rz 
au  moven  de  (28)  et  (24),  il  vient,  en  divisant  par  u, 

(  36  I  ll'!7  =  i-TJ" — t''-", 

qui  est  l'analogue  de  {8)  :  -"  et  t:"  sont  donc  les  analogues  de  - 
et-'.  D'autre  part,  en  multipliant  (9)  par  a',  remplaçant  A' m' et  A  w' 
au  moven  de  (29)  et  (25),  tenant  compte  de  (8)  et  divisant  par  m, 
il  vient 

(  3-)  u'p  =  \i  -^  B'c  —  Bv', 

d'où,  comjiarant  avec  (32), 

(38j  ?</?'  =  B'p— Br'— Aj. 

Si  alors  on  multiplie  (38  )  par  u' ,  qu'on  remplace  u'B'  et  m'B  au 
moyen  de  (3o)  et  de  (2-),  qu'on  tienne  compte  de  (36)  et  qu'on 
divise  par  «,  il  viendra 

(39)  i('p'  =  C'^•  —  Cv' , 

qui  est  l'analogue  de  (9)5  et  ainsi  de  suite. 
Le  second  terme  de  (38  )  donne 

(40)  ii\'  =  iB't.  —  iBtJ — \p; 
d'où,  comparant  avec  (33), 

(41)  h-'~-B'T.^ru'  =  o. 


—  oo  — 

Le  second  terme  de  (4i)  donne 

(4vi)  BA'— AB'+rA  =  o, 

syzj'gie  qui  exprime  le  produit  des  deux  invariants  gauches  F,  A, 
en  fonction  des  invariants  droits. 

D'autre  part,  multiplions  (^4)  par  B',  (28)  par  — B,  et  ajoutons; 
il  vient 

«(B'-i:"—  BtJ")  =  «'(B'tt  — B7:')  + A(Bi^'— B'p). 

Mais,  en  vertu  de  (4o)  et  de  (Sa),  combiné  avec  (38);  on  a 

B'Tz—BrJ=      I(mA'h-Ajo), 
B  p'  —  B'  t^  —  —  I  (  up'  -+-  u'p  ). 

La  syzygie  ci-dessus  devient  donc,  en  divisant  par  u, 

(43)  B'rJ'—BTz"'=-l(u'\'—Ap')  =  uV, 

en  vertu  de  (35).  Cette  syzygie  (43)  est  l'analogue  de  (40'  ^^  ^^^^ 
ressortir  l'analogie  de  V  avec  T.  Les  invariants  B,  B'  ne  changent 
pas,  et  A  change  seulement  de  signe  quand  on  permute  les  coeffi- 
cients de  n  et  de  u'. 

Nous  pourrions  donc  écrire  immédiatement  toute  une  série  de 
syzygies,  analogues  de  celles  qui  ont  été  données  précédemment; 
je  me  bornerai  à  celle-ci,  qui  a  lieu  entre  invariants, 

(44)  GB'— BC'-^Ar'  =  o, 
analogue  de  (42)- 

6.  On  peut  remarquer,  en  passant,  que  toutes  les  formes  du 
système  complet  peuvent  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  des 
invariants  et  des  deux  formes  linéaires  indépendantes  u,  u',  avec 
une  puissance  de  leur  résultant  A  comme  dénominateur.  En  effet, 

les  syzygies  (20),  (29),  (27),  (3o),  (33),  (35)  donnent  déjà  les 
covariants  linéaires  Tt,  7z',  it",  t:'",  /?,  /?',  exprimés  de  cette  manière, 
savoir 

/  Att   =  Au'  —  Bm, 

Ait'  =  A' m' —  B'  u, 

Atc"  =  Bu'  —  Gu, 

I  A-    =  B  u  —  C'u, 

F  \p    =  "iVu  —  \' u, 

\p'  —  Mu' —  >.V'  u. 
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Alors  (28),  (29)  et  (32)  donnent,  par  un  calcul  facile. 


(46j 

(47) 


A-v  =\u'-  — 2Ba«' 


A-v'  =  \' H-  —  o.B' uu'-^  C u^ 


A2t  =r«'2    —  x'uii' 


Cu-, 


T'u'^. 


A  l'inspection  de  ces  svzygles .  on  voit  immédiatement  que 
AC  —  B-',  A'C—  B'^  AC'-^  CA'—  2BB'  doivent  être  respective- 
ment égaux  à  D.  D',  I,  multipliés  par  une  puissance  de  A  choisie 
de  manière  à  rétablir  rhomogénéité,  ce  qui  donne  les  trois  sjzygies 
entre  invariants 


(49) 
(5o) 

(5i  I 


AG    —  B^   =  DA2, 

AC  —  B'2  =D'A2, 

AC'-^CA  —  2BB'  =  IA2. 


Le  discriminant  de  ?,  formé  au  moven  de  (i  1),  est 

c'est-à-dire,  d'après  la  syzygie  (/j.3  bis), 

DD'—lV-. 

En   le  formant  au  moven   de   l'expression  (4^),  on  obtient  la 
svzv^ie 


(52) 


4rr'  — A'2  =  (4DD'— P)A2. 


L'invariant  commun  de  t  et  de  r,  formé  au  moyen  de  (2)  et 
de  (1 1),  est  donné  par 

Tv  ^A'j—p-. 

Mais,  en  ajoutant  les  svzygies  (10),  (8)  et  (9)  respectivement  mul- 
tipliés par  V,  A,  — 7:,  on  trouve 

(53;  Vv  —  X'j  —pr.  =0. 

L'invariant  commun  dont  il  s'agit  est  donc  identiquement  nul; 
en  le  formant  au  moyen  des  expressions  (4^)  et  (48  ),  on  obtient 
la  svzvgie 

f54)  AT'— Cr— BA'  =  o. 

De  même  l'invariant  commun  de  7  et  4'',  égalé  à  zéro,  donne 

(-55)  AT-r-CT— B  A=o. 


—  ,)/   — 


(5-) 


Si  l'on  retranche  (  j5)  multiplié  par  A  de  (54)  multiplié  par  A', 
et  qu'on  tienne  compte  de  (42),  il  vient,  en  divisant  par  Y, 

(56)  GA'— AC'-^AA' =  0. 

7.  Pour  former  rapidement  d'autres  syzygies  entre  les  invariants, 
imaginons  que,  par  une  substitution  convenable,  on  ait  pris  pour 
nouvel  j^  la  forme  linéaire  a',  de  telle  sorte  que  m'^  devienne  nul. 
Les  nouvelles  valeurs  des  autres  péninvariants  seront  données  en 
fonction  de  u^y  et  des  invariants  par  les  syzygies  (45),  (46), '(47)7 
(48),  en  y  faisant  u  =  o,  ;/=  o;  savoir  : 


A    ' 

B'«o 
A    ' 

C  Uo 
^0=           ^    ' 

G'  «0 

-0  -           ^    , 

A'  Uo 

•2  r'  »„ 

G  iil 
""    A2    ' 

G'  u^ 
"  -     X-2    ' 

A    ' 

Po  —     ■       ^     ' 

\  Po  = 

Mais  toutes  les  svzygies  trouvées  ne  doivent  pas  cesser  d'être 
satisfaites  quand  on  y  remplace  les  covariants  par  les  péninvariants 
correspondants,  quelles  que  soient  les  valeurs  particulières  que 
prennent  ces  péninvariants  suivant  la  substitution  employée.  En 
reportant  les  valeurs  (5^)  dans  chacune  des  syzygies  obtenues 
entre  covariants,  on  aura  donc  des  syzygies  entre  invariants. 

En  opérant  de  cette  manière  sur  les  syzygies  (5),  (6),  (^),  (8), 
(9),  (10),  on  retrouve  des  syzygies  connues  (49)>  (5o),  (5i),  (44)? 
{56)  et  (42).  Les  syzygies  (12),  (i3),  (i5)  et  (16)  donnent  quatre 
relations  nouvelles,  savoir  : 

(58)  AA  — aBr   +('2A'D—     AI   )A=o, 

(59)  A'A'— 2B'r-^(A'f      —  2AD')A  =  o, 

(60)  GA'— 2Br'  +  (GI       —  2G'D)A=o, 

(61)  G'A'— 2B'r'-i-(2GL)'  —    G'I  )A  =  o, 

qui,  d'ailleurs,  se  correspondent  entre  elles  par  la  permutation  des 
coeflicients  de  u  et  de  11'  ou  de  ceux  de  ç  et  de  (^'. 
La  syzygie  {\y)  donne  la  suivante,  analogue  de  (14)? 

(62)  r'2  =  lGG'— G2D'-G'2D. 

La  syzygie  (18)  donne,  eu  tenant  compte  de  (02),  la  relation 
nouvelle 

.63)  IT'=  IBB  —  BHV— B'2D. 

Les   syzygies  (20)   et  (21)   donnent    également   deux   relations 


—  o8  - 
nouvelles,  savoir  ; 

(64)  Ar  —  Cr  +(2B'D  — IB     )A  =  o, 

(65)  AT  — C'r-4-(IB'      — 2BD')A  =  o. 

Les  syzvgies  (22)  et  (23)  donnent  encore  les  deux  relations 
nouvelles 

(66)  r'A'=I(BC'+GB')  — 2(BCD'-i-  B'G'D), 

(67)  FA'  =  I(BA'-(-  AB)  —  2(ABD'+  A'B'D), 

qui  se  déduisent  l'une  de  l'autre,  en  permutant  les  coefficients  de 
«  et  de  u'. 

La  sjzygie  (28  bis)  ramène  à  (aa);  de  même  les  suivantes  con- 
duisent à  des  identités  ou  à  des  relations  déjà  connues. 

8.  En  résumé,  le  système  que  nous  venons  d'étudier  comprend 
en  tout  vingt-quatre  foi'mes,  dont  les  degrés,  par  i-apport  aux 
coefficients  des  quatre  formes  fondamentales  u,  ç,  t'',  a',  sont 
indiqués  dans  le  Tableau  ci-dessous  : 

,     .  \    V o  I  o  o 

i    2  droits <  , 

3  covariants  quadratiques. . .   <  i    '' ^  o  i  o 

(     1  j^auche. .  .  .        a o  1  i  o 


4  droits. 


1000 
0001 


a  covariants  linéaires <'                            ^  ^^ ^  '  '  ' 

I    7: I  r  o  o 

4  gauches...  j    ^' '  ''  '  " 

j    t:" o  i  o  1 

1    t:'". o  o  I  I 

A 2  I  o  o 

A' 2  o  I  o 

Jî I  I  o  i 

B' I  o  I  I 

/    g  droits 'G o  i  o  2 

G' o  o  I  2 

D o  2  o  o 

1 3  invariants 1                             I     L^' »  »  2  o 

I o  I  I  o 

r 2  I  I  o 

,          ,  r' o  1  I  2 

4  gauches. . .  - 

'  *                      I    A I  o  o  I 

'A' I  I  I  I 

Les  expressions  de  ces  l'À  invariants  en  fonction  des  coefficients 


-  o9  - 

des  formes  indépendantes  sont  les  suivantes  : 

A  =  aiôo  — aajrtiô,  -4-^56.,,         G  =  a'^-b^  —  ia'^a'ibf  -r-a^-b,^ 

A'=  a\b'^  —  o.aoaib\  -\- alb'.j^,         C'=  a',^  ô'o  —  1a^^a\b\  -^a'^^b'^, 

B  =  «la'j  bg  —  (ao«'i  -I-  «iaô)6,  -4-  «o«o  ^-2» 

B'  =  «1  «1  ^0  —  (  «0  a\  -f-  «1  a'o  )  b\  -4-  ao  «'„  6', , 

0  =  60^2  —  ^1,         1  =  b^b',_  —  2bib\-^b,b'^,         D' =  ô^  63  —  6f^ 

^■^^^  '   T  =alibib'.,-b.b\)-i-a^a,{b.ib',  —  bob',)-^al(bob\-bib'^), 

r  =  a'^-  ( bi  b\^  —  62 b\  )  -4-  «'0  a',  ( 62 ^o  —  ^0 b\_  )  -4-  «f  ( '^o 6'i  —  61 60  ) , 

A  =  ao«i  —  «i«o» 
A'=  laoa'Qibxb'.^  —  bib\)  -4-(ao«'i  -^  «i«o)(^2^'o  —b^b\) 
-i-  2aia\(bob\  —  b^b'^), 

Enfin  les  vingt  syzygies  qui  relient  ces  i3  invariants  se  partagent 
en  3  groupes,  savoir  :  « 

c)  peuvent  être  considérées  comme  exprimant  les  carrés  et  les  pro- 
duits deux  à  deux  des  invariants  gauches  (à  l'exception  du  seul 
carré  A-)  en  fonction  des  invariants  droits;  savoir  : 

r2    =  A  A'  I  —  A2  D'  —  A'2  D, 

r'2   =CG'I— G2D'  — C'2D, 

A'2  =  I(AC'-f-  GA'^  2BB')  —  4(A'G'D  -^  B2D), 

rr  =  BB'I  — B^D— B'2D, 

TA   =  AB'   —  BA', 

r'A  =BG'    —  B'G, 

TA'  =  I(BA'-i-AB')  — 2(ABD'+A'B'D), 

r'A'  =  I(BG'-4-  GB')  —  2(  BGD'  -^  B'G'D), 

AA'  =  AG'— GA'. 

Trois  autres  syzygies  expriment  en  fonction  des  invariants  droits 
les  produits  de  A-  par  D,  D',  I  : 

DA2  =  AG  — B2,         D'A2  =  A'G'— B'2, 
IA2  =  AG'h-GA'— 2BB'. 

Les  liuit  dernières  sont  des  syzygies  gauches,  c'est-à-dire  dans 
chaque  terme  desquelles  entre  un  invariant  gauche  et  un  seul  : 

AT-f-Gl^— BA'^o,         AT-f-GT— B'A'=o, 
A  r'_  G  r  -T-  (2  B'  D  —  BI  )  A  =  o.         A'  r'  _  G'  r  —  (  B'  I  —  2  BD'  )  A  =  o, 
A  A'  —  2  B  r  —  (  2  A'  D  —  AI      )  A  =  o, 
A'A'—  2B'l^-^  (A'I      —  2 AD')  A  =  o, 
GA'  — aBl" -4-(GI       — aG'DjA  =  0, 
G'A'  — 2B  r'-i-(2GD'  —  G'I    )A  =  o. 


-  (50  - 

9.  Pour  terminer,  je  vais  appliquer  les  résultats  obtenus  ci- 
dessus  à  la  solution  de  la  question  suivante,  solution  qui  sera  im- 
niédiateuient  utilisable  dans  le  domaine  ternaire  : 

Etant  données  les  mêmes  quatre  formes  u.  u',  i',  v'  que  ci- 
dessus,  exprimer  en  fonction  de  leurs  i3  invariants  les  6  in- 
variants  que  possède  le  système  des  trois  formes  composées 


(69)  (v)  =kv    -u\ 

(  (  p' )  :=  A-2  i;' —  ikuu'-^  k'u'^, 

considérées   comme  formes  fondamentales  ;   k,  k'  étant  deux 
arbitraires. 

Les  6  invariants  à  calculer  sont  :  les  discriminants  de  (t^)  et  {v'), 
et  leur  invariant  commun;  je  les  désignerai  par  (D),  (D'),  (I); 
puis  le  résultant  de  {u)  et  (i^),  celui  de  [u)  et  {y'),  celui  de  (a) 
et  du  jacobien  de  {u)  et  (r  )  ;  je  les  désignerai  par  (A),  (A'),  (F), 
par  analogie  avec  les  notations  employées  ci-dessus. 

Exprimons  dabord  (//  ),  (v)  et  {v')  en  fonction  de  x,  y  et  des 
péninvariants  du  système  des  formes  u,  u\  <-',  r',  au  moyen  des 
équations  (2).  Il  vient 

i(a)  =  (/im'o  —k'uo)x-^k\y, 
{v)   =  (ki'o  —  m|)^^  -4-  -ikT.oxy  ■+-  kAyK 
(v)  —  (A-2p'u  —  2/x«o"o-i-  k'ul)x^-}-  2/:(A-y  —  Ai/o).rv-H  k^X'y^. 

Nous  n'avons,  pour  obtenir  (A),  (A'),  (D),  D'),  (I),  (Y),  qu'à 
faire  dans  celles  des  expressions  (68)  qui  donnent  A,  A',  D,  D', 

I,  r, 

«0  =  kiiQ  —  k'  Ko,         cil  =  A"  A, 
bf,  =  kvo    —  u'^,  bi  =  A-Q,  ^2  =  '^A, 

b\,  =  k-\'\y  —  ikuoii'^  —  k'it^,  b\  —  k(kT.'^  —  Xuo),         b'^  =  k"- M . 

Mais  de  plus,  puisqu'il  s'agit  de  calculer  des  invariants,  rien 
n'empêche  de  supposer  qu'on  ait  préalablement  pris  u'  pour 
nouvel  y,  ce  qui  donne  aux  péninvariants  ^^'^,  ^o?  ^'0?  ~oi  '^0  ^^^  ^^" 
leurs  (  5-)  ;  et  en  remplaçant  ?^o,  qui  figurerait  en  facteur  commun, 
par  l'unité,   on   en  conclut  qu'il  suffit  de  faire  dans  les  exprès- 
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sions  (68) 


,   ,         kC—.V-  ,  A-B  ,         , 

(7.)      |^»  =  — v^'  ^'^--T'  ^^=^^'^' 

«0  =  7^ '  6,=  — A- ,  6,  =  A- A. 

On  trouve  ainsi  successivement,  en  utilisant  les  sjzygies  entre 
invariants  données  plus  haut, 

/  (A)  =k  [A-2G  — aAA'B  -hk'^X  —k\^], 

(  A'  )  =  A-2  [  A-2  G'  —  2  A-  A'  B'  +  A'2  A'  —  kW-  ], 

CD)  =A[A-D     -A], 
^'^M  (I)    r^A-[A--I  —  A-(A' -i--2B)  -4-A-'A], 
f  (D')  =  /:2[A-2D'— 2/.B'-^/:'A'  —  A^], 
'    (T)    =^  A-3[A2r'— AA-'A'^/v'2r-i-/.-(B'— G)A4,A'(B  — A'jA4-A3]. 

Telles  sont  les  expressions  demandées. 


Mémoire  sur  la  théorie  algébrique  des  équations  ; 
par  M.  A.-E.  Pellet. 

(Séance  du   i6  février   1887.) 

Je  me  propose,  dans  ce  Mémoire,. d'établir  les  théorèmes  géné- 
raux de  la  théorie  algébrique  des  équations  indépendamment  de 
la  théorie  des  substitutions.  J'applique  ensuite  la  méthode  gé- 
nérale aux  équations  dont  dépend  la  division  du  cercle  en  un 
nombre  premier  de  parties  égales  et  aux  équations  qui  se  ramènent 
aux  équations  binômes  par  une  transformation  linéaire.  L'idée 
première  de  ce  travail  a  été  exposée  dans  une  thèse  présentée  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris,  en  1878. 

I. 

Généralités. 

1.  On  peut  définir  la  notion  de  quantité  en  parlant  de  l'ich^e 
de  nombre  et  s'a[)puvant  sur  les  principes  chi  (>idcul  Infinih'sinKil  : 
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alors  la  conception  de  Descaites  pour  les  quantités  réelles  et  celle 
d'Argant  pour  les  quantités  imaginaires  ne  servent  que  de  support 
à  la  notion  et  viennent  en  aide  au  raisonnement  en  donnant  prise 
à  l'imagination,  surtout  dans  les  théories  de  l'Analyse  infinitési- 
male. Mais  on  peut  partir  de  ces  conceptions  de  Descartes  et  d'Ar- 
gant  pour  définir  les  quantités;  alors  les  quatre  opérations  fonda- 
mentales, addition  et  soustraction,  multiplication  et  division,  se 
définissent  par  la  Géométrie;  dans  le  cas  où  les  quantités  sont 
commensurables,  les  résultats  de  ces  opérations  coïncident  avec 
ceux  de  l'Arithmétique.  Un  avantage  de  cette  façon  d'envisager 
les  choses  est  de  délimiter  avec  précision  le  domaine  de  l'Algèbre 
de  celui  de  l'Analyse  infinitésimale.  L'Algèbre  est  l'étude  géné- 
rale des  quantités,  réelles  ou  imaginaires,  en  se  bornant  toutefois 
à  un  nombre  fini  d'opérations,  tandis  que  l'Analyse  infinitésimale 
est  l'ensemble  des  théories  où  l'on  envisage  un  nombre  infini  d'opé- 
rations. 

2.  Une  fonction  entière  de  plusieurs  quantités  est  une  fonction 
de  ces  quantités  qui  peut  s'exprimer  par  les  trois  premières  opé- 
rations, addition,  soustraction  et  multiplication;  une  fonction 
rationnelle  est  une  fonction  qui  peut  s'exprimer  par  les  quatre 
opérations  fondamentales,  addition,  soustraction,  multiplication 
et  division. 

Nous  considérerons  surtout  dans  ce  Mémoire  les  fonctions 
rationnelles.  Soient 

«1.     «o.     «,.      ...      ai,. 

/.quantités  non  commensurables  regardées  comme  connues  :  toute 
quantité,  fonction  rationnelle  de  ces  quantités,  est  dite  rationnelle 
actuellement  on  s\n\^\emenl  rationnelle ;\.ou\.e  (\i\ixn\i\.é  ne  pou- 
vant pas  s'exprimer  rationnellement,  au  moyen  des  k  quantités 
r/,,«o.  .  .  .  ,rtvt,  est  actuellement  irrationnelle.  Nous  supposons  que, 
parmi  les  A"  quantités  «,,  «o?  •••?«*»  aucune  ne  puisse  s'exprimer 
rationnellement  en  fonction  des  autres,  sans  quoi  on  pourrait 
diminuer  leur  nombre. 

Dans  le  cas  où  aucune  quantité  n'est  donnée  spécialeuient,  les 
seules  quantités  rationnelles  sont  les  nombres  entiers  et  fraction- 
naires, fonctions  entières  et  rationnelles  de  l'unité.  Les  irration- 
nelles qui  se  présentent    tout    d'abord  sont  les  racines  des  érpia- 


—  es- 
tions du  second  degré  à  coefficients  entiers.  Soit 
Dx--h  Et  —  F  =  o 

une  telle  équation,  D,  E,  F  étant  des  entiers  n'ajant  pas  de  divi- 
seur commun.  Posons  E-  —  4DF  =  g'^A,  g  et  A  étant  des  entiers, 
la  dernier  A  non  divisible  par  le  carré  d'un  nombre  premier  et 
positif  ou  négatif  selon  le  signe  de  E-  —  4DF;  et  y-  —  A  =  o,  si  A 
est  pair  ou  congru  à  — i(mod4);  j>'- +JK  +  A|  =  o,  A,  repré- 
sentant— y—,  si  A  est  congru  à  i(mod4)- 

Il  est  clair  que  toute  fonction  rationnelle  de  x  peut  s'exprimer 
rationnellement  en  fonction  de  y,  et  inversement.  Mais  une  fonc- 
tion rationnelle  de  x  n'est  un  nombre  entier  al géhrique  que  dans 
le  cas  où  elle  se  ramène  aune  fonction  entière  de  )'.  On  dit  qu'une 
quantité  est  un  nombre  entier  algébrique  lorsqu'elle  est  racine 
d'une  équation  à  coefficients  entiers,  le  coefficient  de  la  plus  haute 
puissance  de  l'inconnue  étant  Vanité;  une  fonction  entière  de 
telles  quantités  jouit  de  la  même  propriété,  et,  en  particulier,  est 
un  nombre  entier  si  elle  est  commensurable.  Un  nombre  entier 
algébrique  est  dit  unité  complexe,  lorsque  son  inverse  est  encore 
un  nombre  entier  algébrique.  Parmi  les  fonctions  entières  de  j', 
il  y  a  des  unités  complexes  qui  sont  toutes  des  puissances  en- 
tières de  l'une  d'elles,  lorsque  A  est  un  nombre  positif;  dans  le 
cas  où  A  est  négatif,  il  n'y  a  d'unité  complexe  que  pour  les  valeurs 
—  I  et  — 3  de  A.  (Kiio>ecker,  Comptes  rendus,  année  i883, 
i*"^  semestre;  et  1884,  2^  semestre).  Lorsque  A  est  égal  à  l'un  des 
nombres 

(rt)  — i,     =i=  2.     ±3,     5,     — 7,     — [I.     i3, 

les  fonctions  entières  de  j'  jouissent  de  la  propriété  fondamentale 
des  nombres  entiers  ordinaires;  elles  ne  sont  décomposables  que 
d'une  seule  manière  en  un  produit  de  facteurs  premiers  (Dede- 
Ki>n,  Ihilletia  des  Sciences  mathématiques ,  18").  Pour  ces 
valeurs  de  A,  les  Ibnctions  entières  de  y  sont  dites  nombres  entiers 
complexes.  Ces  propriétés  n'ont  plus  lieu  lorsque  A  n'est  pas  un 
nombre  de  la  suite  a. 

3.  11  y  a  la  plus  grande  analogie  entre  la  divisibilité  des  nom- 
bres entiers,  ordinaires  ou  complexes,  et  lu  divisibilité  des  fonc- 
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lions  entières  dune  variable.  Lorsque  deux  fonctions  entières 
f{jc)  et  fi{x)  n'ont  pas  de  diviseur  commun,  on  peut  trouver 
deux  autres  fonctions  P  et  Q,  telles  que 

De  là  résulte  qu'une  fonction  irréductible,  qui  divise  le  produit 
de  deux  fonctions,  divise  au  moins  l'une  d'elles  ;  et  qu'une  fonc- 
tion entière  ne  peut  se  décomposer  que  d'une  seule  manière  en 
un  produit  de  facteurs  irréductibles. 

Nous  rappelons  qu'on  dit  quune  fonction  entière  est  irréduc- 
tible lorsqu'elle  n'est  divisible  par  aucune  fonction  entière  à 
coefficients  rationnellement  connus,  de  degré  inférieur.  Gauss  a 
le  premier  démontré  que,  si  une  fonction  entière  à  coefficients 
entiers  est  le  produit  de  deux  fonctions  entières  à  coefficients 
rationnels,  elle  est  aussi  le  produit  de  deux  fonctions  entières  à 
coefficients  entiers;  le  théorème  s'applique  encore  lorsque  les 
coefficients  sont  des  entiers  complexes  et  permet  dans  ces  cas  de 
décomposer  un  polvnome  en  ses  facteurs  quelquefois  avec  facilité. 

D'après  ce  qui  précède,  une  fonction  ne  peut  s  annuler  pour 
un  nombre  de  valeurs  de  la  variable,  supérieur  au  degré  de  la 
fonction,  quelles  que  soient  les  quantités  considérées  comme 
connues.  Lorsque  l'équation  obtenue,  en  égalant  la  fonction  à  o, 
est  une  équation  binôme  ou  se  ramène  aux  équations  binômes,  on 
voit  facilement  qu'elle  a  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans 
son  degré,  en  tenant  compte  de  leurs  degrés  de  multiplicité.  Mais 
les  méthodes  du  Calcul  infinitésimal  sont  nécessaires  pour  mon- 
trer que  le  théorème  s'étend  à  tous  les  cas.  Les  irrationnelles, 
racines  d'équations  algébriques  à  coefficients  entiers,  se  désignent 
sous  le  nom  de  nombres  algébriques.  Cette  classe  de  quantités 
est  très  étendue,  mais  elle  est  loin  de  comprendre  toutes  les  quan- 
tités incommensurables.  Liouville  a  donné  un  caractère  (Journal 
de  Mathématiques ,  t.  V)  permettant  d'affirmer  dans  certains  cas 
qu'une  quantité  donnée  n'est  racine  d'aucune  équation  à  coeffi- 
cients rationnels  d'un  degré  inférieur  à  un  nombre  donné,  quel- 
conque d'ailleurs.  M.  Hermite  a  plus  tard  montré  que  le  nombre  e, 
base  des  logarithmes  népériens,  ne  satisfait  à  aucune  équation 
algébrique  à  coefficients  entiers,  démonstration  étendue  au  nom- 
bre t:.  rapport  delà  circonférence  au  diamètre,  par  M.  Lindemann. 
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Enfin,  M.  Cantor,  dans  sa  théorie  des  ensembles,  a  rattaché  la  pro- 
position à  son  véritable  principe  (  Acta  rnritliematica,  année  i883). 
Son  raisonnement  montre  que,  en  figurant  les  quantités  d'après  le 
mode  d'Argant,  on  peut  relier  deux  points  quelconques  du  plan 
par  un  trait  continu  ne  passant  par  aucun  des  points  pour  lesquels 
la  quantité  correspondante  est  racine  d'une  équation  à  coefficients 
entiers.  Un  nombre  algébrique  est  dit  nombre  entier  algébrique 
lorsque  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  l'inconnue 
est  I,  dans  l'équation  qui  le  définit,  les  autres  étant  entiers. 

4.  Lorsque  nous  conviendrons  de  regarder  comme  connue  une 
certaine  irrationnelle,  nous  dirons,  suivant  l'usage,  que  nous  adjoi- 
gnons cette  quantité  aux  quantités  connues.  L'adjonction  aux 
quantités  connues  d'une  quantité  qui  n'est  racine  d'aucune  équa- 
tion à  coefficients  rationnellement  connus  revient  à  adjoindre 
une  quantité  indéterminée.  Dans  l'étude  algébrique  des  équations, 
on  n'adjoint  aux  quantités  connues  que  des  irrationnelles  algé- 
briques, c'est-à-dire  que  l'on  peut  définir  à  l'aide  des  quantités 
primitives  par  des  équations  à  coefficients  rationnellement  connus, 
et  le  problème  principal  est  la  recherche  des  irrationnelles  dont 
la  connaissance  permet  de  former  rationnellement  les  diverses 
racines  d'une  ou  de  plusieurs  équations  données. 

Lagrange  a  démontré  que,  étant  données  tant  d'irrationnelles 
algébriques  qu'on  voudra,  on  peut  toujours  les  exprimer  toutes  en 
fonction  rationnelle  d'une  même  irrationnelle. 

En  effet,  on  pourra  former  une  équation,  à  coefficients  ration- 
nellement connus,  admettant  pour  racines  ces  irrationnelles,  et 
qui  n'aura  pas  de  racines  égales.  La  proposition  se  présente  alors 
comme  corollaire  du  théorème  suivant,  qui  est  fondamental  : 

Soit  Vo=  o(a:„,  ;r,,  ...^x,n-\)  une  fonction  rationnelle  des  m 
racines  de  l'équation /(x)  =  o,  n'ayant  pas  de  racines  égales, 
cette  fonction  pouvant  acquérir  par  les  permutations  des  racines 
I,  ?.,  3, . . .,  /7i  valeurs  distinctes;  ces  f,  2,  3, . . .,  /«  valeurs  de  V  sont 
racines  d'une  équation  à  coefficients  rationnels,  7t(V)  =  o,  qui 
peut  être  réductible.  Chacune  des  ni  racines  :r„,.r,,  ...,Xm-\, 
peut  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  l'une  des  valeurs 
de  V;  par  suite,  les  diverses  valeurs  de  V  peuvent  s'exprimer 
rationnellement  en  fonction  l'une  de  l'autre:  7:(A')  =  o  se  déconi- 
XV.  5 
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pose  en  facteurs  irréductibles  dégal  degré,  et  ce  degré  est  indé- 
pendant de  la  fonction  prise  pour  \  ,  pourvu  qu'elle  satisfasse 
aux  conditions  posées.  Soit  F(  \  )  un  des  diviseurs  irréductibles 
de  '7^(V);  \  est  appelée  Xa  fonction  résolvante  el¥(\)  =  o  V  équa- 
tion résolvante  àe\é(\\\diûoti  f[x)  z=z  o  (Serret,  Algèbre  supé- 
rieure; Camille  Joiida>,  Traité  des  substitutions  et  des  équa- 
tions algébriques.) 

o.  Soient  '-p(^)  =  o  une  équation  irréductible,  et  z^,  z-i.,  . .  ., 
^•m-~\  ses  m  racines;  soit  en  outre  f{z-,  z^)  une  fonction  entière 
de  z,  à  coefficients  fonctions  rationnelles  de  Zç^.,  irréductible  ; 
f{z,  Zi),  .  .  . ,  f{z,  Zm-\  )  sont  également  irréductibles,  et,  si  la 
fonction  entière  F  {z,  z^)  est  divisible  par  f(  z,Zq),  F(;,  ^,)  le 
sera  par  f(z,Zi),  F(z,  Z2)  parf(z,  Zo),  et  ainsi  desautres. 

Si  f(z,  zi)  n'est  pas  irréductible,  soit  li(z,Zi)  un  de  ses  divi- 
seurs; ^  étant  une  indéterminée,  effectuons  la  division  des  poly- 
nômes f(z,  Q,  (j(;;,  ^)  et  désignons  par  A(r,  v),  h( z,  s)  le  quotient 
et  le  reste  de  cette  division;  on  aura 

D'après  notre  hypothèse,  on  a  identiquement  H[z,  Zi)  =  o',  ainsi, 
dans  le  polynôme  h(z,  ^),  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  z  s'annulent  pour  ^  =  z^^  par  conséquent,  ces  coefficients  s'an- 
nuleront aussi  si  l'on  remplace  ^  par  une  quelconque  des  racines  de 
l'équation  '^(z)  =  o,  puisqu'elle  est  supposée  irréductible,  et  en 
particulier  pour  ^=:^f,;  f{z.,z„)  admettrait  donc  le  diviseur  [j(z,Zf)) 
et  ne  serait  pas  irréductible. 

La  première  partie  du  théorème  est  donc  démontrée;  pour 
démontrer  la  seconde  partie,  on  remplacerait  dans  F(:::,  ^0)  et 
fizjZff),  Zq  par  "^  et  l'on  effectuerait  la  division  comme  précé- 
demment; on  verrait  que  le  reste  est  identiquement  nul  pour 
1^  =  Zf,  el  que  par  suite  il  est  nul  aussi  lorsqu'on  y  remplace  t^  par 
une  autre  racine  de  '^(z)^o. 

6.  0(.r)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x,  soit  jx  le  nombre 
de  valeurs  distinctes  qu'elle  prend  lorstpCon  remplace  x  succes- 
sivement par  les  m  racines  de  l'équation  f\x)^  o  irréductible 
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et  de  degré  in\   [a  est  un  diviseur  de  m  et  ces  u.  valeurs  sont 
racines  d'une  équation  irréductible. 

Désignons  par  cc^j^Zi,  ...,a:m_i  les  m  racines  de  f{x)=zo. 
Celles  de  ces  racines  qui  donnent  pour  9  (.57)  la  valeur  O(.ro),  satis- 
faisant à  la  fois  aux  deux  équations /(^)  =  o  et  ^{x)  —  ^(-2^0)  =  o» 
appartiennent  au  plus  grand  commun  diviseur  des  premiers  mem- 
bres de  ces  équations,  et,  réciproquement,  les  racines  de  ce  plus 
grand  commun  diviseur  égalé  à  o  satisfont  à  la  fois  aux  deux  équa- 
tions précédentes.  Soit  y  [^,  9(.27q)]  ce  plus  grand  commun  divi- 
seur :  je  dis  que  y\x,  ^{xi)\  sera  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  f{x)  et  8(^)  —  0(^/).  En  effet,  ■/[x,^{xi)\  divise /(^)  et 
O(^)  —  ^{xi)  d'après  le  n"  5.  De  plus,  il  n'y  a  pas  de  polvnôme  de 
degré  supérieure  y  [j;,8(.r,)]  divisant  à  la  fois /(^)  et  ^{x)  —  ^{xi)\ 
car  on  en  déduirait,  d'après  le  théorème  qui  fait  l'objet  de  ce  n°  5, 
un  polynôme  de  degré  supérieur  à  '/\x,  b(^o)],  divisant  f{x)  et 
^{x)  —  ^{Xf^).  Maintenant,  si  y[-37,8(^o)]  =  o  et  y  [^,  B(x/)]  =  o 
ont  une  racine  commune,  elles  ont  toutes  leurs  racines  communes. 
En  effet,  la  racine  commune  appartient  à  la  fois  à  f(^x)=zo  et 
6(;r)  — ô(^o)  =  o  d'une  part,  à /(x)  et  O(^)  —  0(Xi)  =  o  d'autre 
part;  or  les  deux  équations  B(.r)  —  Q(xo)  =  o  et'j(x)  —  H[xi)^o 
ne  peuvent  avoir  de  racine  commune  que  dans  le  cas  où  9  (^Xq)  =  0(^/), 
et  alors  '/[x,  B(j"o)]  =  '/{^x,  B(^/)]. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  m  racines  de  f(^x)  =  o  se 
partagent  en  —  groupes  de  v  racines,  vêtant  le  degré  de  '/[x,H(xo)]; 
les  racines  de  chaque  groupe  donnent  la  même  valeur  pour  ^(x), 
et  cette  valeur  varie  d'un  groupe  à  l'autre. 

Si  l'on  adjoint  8(^0)  aux  quantités  connues,  '/[x,  8(^0)]  devient 
un  polynôme  rationnel;  ce  polynôme  est  irréductible.  En  effet,  s'il 
admettait  un  diviseur  y,  [x,  ^(xq)]  à  coefficients,  fonctions  ration- 
nelles de  8(.ro),  y[x,H(xi)]  admettrait  le  diviseur  y,  [.r,  8(.r/)]. 
Or,  soient  r,,,. ri,  •  •  •,.}>-!  ^es  ix  valeurs  de  8(.r),  u.  désignant  le 

m     ,,  .  -17 

rapport  —  •  L.es  |j.  valeurs  sont  racines  d  une  équation  à  coefficients 

rationnels;  car  on  a 

et  le  se(;ond  membre,  fonction  symétri(pie  des  racines   de  l^'ciua- 
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tion  y(j;)  =  o,  est  rationnel;  les  coefficients  de  léqualion  en  v 
sont  des  fonctions  entières  des  'jl  valeurs  qu'il  acquiert  lorsqu'on 
donne  à  n  successivement  les  valeurs  i ,  a,  . .  . ,  u.  D'après  cela,  le 
produit  y^  {x,yo)  y,  {x,y^  )  y,  {x,  y.) .  • . '/,  (^,  J>V_)  )  serait  ration- 
nel et  diviserait  le  polvnôme  f(.x),  tout  en  étant  de  degré  infé- 
rieur, ce  qui  est  impossible,  puisque  f(x)  est  supposé  irréduc- 
tible. 

Enfin  l'équation  qui  a  pour  racines  les  ix  valeurs  j'u,  jk»  ?  •••, 
j)-jjL_i  est  irréductible.  En  effet,  si  elle  ne  l'était  pas,  soient  ;jl' le 
degré  de  l'un  de  ses  diviseurs,  et  yo,  ^'^^  •  •  • ,  yu.'-\  ses  u'  racines. 
Le  produit 

7.' •^- .■''o )  V.(^'  Jl  •  •  •  •  Vj -^î  yii'-i  » 

aurait  ses  coefficients  rationnels  et  diviserait  f{jc)^  tout  en  étant 
de  degré  inférieur. 

7.  Ce  théorème  conduit  à  des  conséquences  importantes  relati- 
vement aux  équations  résolvantes.  Soient  x^,  Xi,  ...^Xm-\  les 
m  racines  dune  équation  /'(^)^o,  irréductible  ou  non,  mais 
n'avant  pas  de  racines  égales;  désignons  par  Vo  une  fonction  ré- 
solvante de  cette  équation,  et  par  F(\  )  =  o  son  équation  résol- 
vante de  degré  N.  Les  racines  de  l'équation  fix')=o  sont  des 
fonctions  rationnelles  de  Vo  ;  soient 

^0  =  •%  '  ^0  )■  -^1  =  '^l  (  Vo  ).  J-2  =  0;,  (  Vo  ) X,n-i  =  6,„_i  (  V'o  ). 

On  a 

/[•%(Vo)]=o: 

par  suite,  y['io(V)]  =  o  admet  toutes  les  racines  de  l'équation 
F(V)  =  o,  puisque  celle-ci  est  irréductible.  Ainsi  les  diverses 
valeurs  qu'acquiert  la  fonction  'i>o(V),  lorsqu'on  substitue  à  V  les 
diverses  racines  de  F(V)  =  o,  sont  racines  de  f{x)  ^  o.  Si  donc 
f[x)  =  o  est  irréductible,  les  valeurs  distinctes  comprises  dans 
la  suite  'i/o(Vo),  '%(V,),  ...,  '}o(V^-i)  sont  au  nombre  de  m,  degré 
de  f{x)  =  o,  et  N  est  un  multiple  de  ni.  Si  f{x')  n'est  pas  irré- 
ductible, so\l/{x)=ft{x)/2{x).../i{x),/i{x),  ...,/,(.r)  étant 
des  polynômes  entiers  irréductibles.  Si  Xo  est  racine  de  fi  (x)  =  o, 
par  exemple,  •}o(^  )  prend,  par  la  substitution  à  V  des  diverses 
racines  de  l'équation  F(A")^o,  des   valeurs  égales  aux  diverses 
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racines  de  y,  (x)  =  o;  et  le  degré  N  de  F(\'  )  est  un  multiple  des 
degrés  des  divers  polynômes  /,  (x),  y^  (-a^),  "-,  fi[x)-  Bien  plus, 
le  degré  de  F(V)  est  un  multiple  des  degrés  des  équations  résol- 
vantes des  diverses  équations  y,  {x)^  o,  /^{x)  =  o,  ...,  fi{x)  =  o. 
Soient,  en  effet,  V  une  fonction  résolvante  de  l'équation 

Mx)=o 

et  F,(V')=o  son  équation  résolvante.  V'^  est  une  fonction  ra- 
tionnelle de  Vq.  Soit  V'o  =  no(Vo);  on  a 

F[no(Vo)]=:o: 
donc  F|  [no(V)]  =  o  admet  toutes  les  racines  de  l'équation 

F(V)=o. 

Donc  Ilo  (\'  )  acquiert,  par  la  substitution  à  V  des  diverses  racines  de 
l'équation  F (V)=:o,  des  valeurs  égales  aux  racines  de  F,  (V)  =  o, 
et,  puisque  celle-ci  est  irréductible,  le  nombre  de  valeurs  distinctes 
de  n(V)  est  égal  au  degré  de  F,  (V)  =  o. 
Soit 

une  fonction  rationnelle  des  racines  de  l'équation  f(^x)  =  o; 
substituons  dans  z^,  à  la  place  des  quantités  x^  leurs  valeurs  en 
fonction  de  Vq  ;  on  en  déduira  ^o  =  IT|  (Vq).  Il,  (V)  acquiert,  par 
la  substitution  à  V  des  diverses  racines  de  l'équation  F(V)  =  o, 
un  nombre  v  de  valeurs  distinctes  (v  est  un  diviseur  de  N),  parmi 
lesquelles  se  trouve  jZq,  et  ces  valeurs  sont  racines  d'une  équation 
irréductible.  De  plus,  F(V)  admet  un  diviseur  à  coefficients  fonc- 
tions rationnelles  de  Zq,  irréductible  si  l'on  n'adjoint  que  cette 

-,  .  N  . 

quantité  aux  quantités  connues  de  degré  -  ;  ce  diviseur  égalé  à  o 

est  la  nouvelle  équation  résolvante  après  l'adjonction  de  ^o- 

IL 

Des  équations  holodromes. 

8.  Nous  appellerons  équations  holodromes  les  équations  irré- 
ductibles dont  toutes  les  racines  peuvent  s'exprimer  rationnel- 
lement en  fonction  de  l'une  d'elles;  les  équations  résolvantes  ren- 
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trent  dans  cette  classe  d'équations.  Soient  F(;r)  ^  o  une  équation 
holodrome  de  degré  m,  et  x^^  x,  =0,(j:o),  ^2=^i[-X(i)j  ..-, 
JCm-i  =  ^m-{  (.^o)  ses  JH  racincs,  0|,  Ôo»  •••?  ^w-i  désignant  des  fonc- 
tions rationnelles.  La  suite  ^/,  Q,(j7/),  ...,  ^m-i{^i)  est,  dans  un 
ordre  différent,  la  même  que  la  suite  Xq,  Xt,  . .. ,  Xm_^.  On  peut 
supposer  que  les  fonctions  Q  soient  entières;  remplaçons  Xo  par 
une  variable  x^  et  considérons  la  suite  des  fonctions 

(i)  Xi,     e,(x),     fii(x),      ...,     e,„_i(:r). 

&/[Oy(jc)]  est  une  fonction  entière  de  x,  qui,  divisée  par  F(x), 
donne  pour  reste  une  des  m  fonctions  (i),  hi(x),  ^j(x)  étant  deux 
quelconques  des  fonctions  de  cette  suite,  de  sorte  que  l'on  peut 
dire  fjue  les  fonctions  (  i)  forment  un  groupe  relativement  à  l'équa- 
tion ¥{x)  =  o.  De  plus,  au  lieu  de  Bi[6/(j:)],  on  écrit  ^'i{x),  et 
généralement  0/[f)^'"'  (x)]  =  ^'-{x). 

Adjoignons  une  racine  Zo  de  l'équation  irréductible  ^(Z)  =  o, 
qui  permet  de  décooîposer  F(j?)  ^  o,  et  soient /(x,  Zq)  un  fac- 
teur irréductiiile  de  F(x)  de  degré  [jl,  et 

(2)  Xo,       J/,(a"o).         ....        •l^_-i(Xo) 

ses  |j.  racines,  hi(xo)  étant  une  racine  de  ¥(x)  =  o  non  comprise 
dans  la  suite  précédente. 

sont  |jL  racines  de  F(.r)  =:  o,  dont  loutc  fonction  symétrique  est 
aussi  symétrique  par  rapport  aux  racines  de  l'équation 

J{x,Zo)  =  o 

et,  par  conséquent,  peut  s'exprimer  rationnellement  en  fonction 
de  Z„.  L'équation  qui  admet  pour  racines  les  ;jl  quantités  (3)  est 
irréductible,  car  autrement  on  en  déduirait  un  diviseur  pour 
y(jc,  Zfl).  Les  suites  (2)  et  (3)  sont  distinctes;  si  elles  ne  con- 
tiennent pas  toutes  les  racines  de  l'équation  F(j;)  =  o,  on  formera 
une  nouvelle  suite  de  ijl  quantités,  racines  de  F  {x)  =  o,  et  d'une 
équation  à  coefficients  fonctions  rationnelles  de  Zo,  irréductible, 
et  ainsi  de  suite.  Donc,  après  l'adjonction  de  Zo.  F(jr  j  se  décom- 
pose en  (acteurs  irréductibles  d'égal  degré,  et  ce  degré,  que  nous 
avons  désigné  par  'j..  «^sl  un  diviseur  de  m.  Remarquons  que  les 
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|j.  fondions 

X.     (l/i(^),     '^i-i{-Tc)-      .■■■     't'iji-iCJ") 

lorment  un  groupe  non  seulement  relativement  à  l'équalion 

/r.r,Zo)  =  o, 

mais  aussi  relativement  à  l'équation F(x)  =  o;  de  même  la  suite  (3) 
donne  le  groupe 

en  effet,  '^l'Ij^Xo)  est  une  racine  de/(.r,  Zq)  =  o  et,  par  suite,  est 
égale  à  l'une  des  quantités  (2),  etc.  Quant  à  la  suite  (3),  si  l'on 
pose  X,  =  B/(a"o),  on  a 

et  elle  coïncide  avec  la  suite 

On  aura  ainsi  un  groupe  pour  chaque  facteur  de  F(.r),  après  l'ad- 
jonction de  Zq;  seulement  il  peut  arriver  que  ces  différents  groupes 
de  fonctions  coïncident,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  ou 
qu'elles  aient  toutes  un  certain  nombre  de  fonctions  communes. 

9.  Z,  étant  une  autre  racine  de  $(Z)=  o,  /(^r,  Z,)  est  irréduc- 
tible comme  /(x,  Zo),  et,  si  l'on  désigne  par  x  une  racine  de  l'é- 
quation y(x,  Z|)  =  o,  les  |J.  racines  de  cette  équation  seront 

Si  donc  les  équations  f{.r,  Z,)  =  o  et  f{x,  Zo)^  o  ont  une 
racine  commune,  elles  ont  toutes  leurs  racines  communes,  et  l'ad- 
jonction de  Z,  produit  le  même  effet  que  l'adjonction  de  Zq.  Dans 
tous  les  cas,  l'adjonction  de  Zj  conduit  aux  mêmes  groupes  de 
fonctions  relativement  à  l'équation  F(a:)  =  o.  Soient  Zo,  Z,,  Zo,  ..., 
Zj;_,  les  N  racines  de  l'équation  fI>(Z)  =  o;  le  produit 

f(xZ^)f(x,Zo---  /(>,  Zn_i) 

est  égal  à  une  puissance  de  ¥{x).  Si  l'on  désigne  par  q  l'exposant 

de  cette  puissance,  on  peut  partager  les  N  fonctions/(.r,  Z)  en  — 

groupes  de  q  fonctions  égales  entre  elles.   Soit  a   une  (juantité 
rationnelle  ou,  si  l'on  veut,  un  nombre  rationnel,  tel  quey*(«,  Z) 
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prenne  seulement  q  valeurs  égales  à  y^(«,  Z,,)  lorsqu'on  remplace 
Z  successivement  par  N  racines  de  <!>(:;)  =  o;  posons 

D'après  le  n° 6,  ^0  est  racine  d'une  équation  irréductible  de  degré  — 

à  coefficients  rationnellement  connus.  L'adjonction  de  ^y  permet 
de  décomposer  <I>(Z);  lun  de  ses  facteurs  de  degré  q  admet  pour 
racines,  en  l'égalant  à  o,  les  q  valeurs  de  Z  qui  donnent  à  /"(«,  Z) 
la  valeur /(a,  Zo),  et  les  coefficients  àe  f[x,  Zo)  s'expriment  ration- 
nellement en  fonction  de  ^o«  Si  l'on  remplace  Zq  par  les  autres  ra- 
cines de  l'équation  en  ^,  C2(^)  =  o,  on  obtient  les  autres  fonctions 

f{x,  Tji).  Posons  —  =  /î,  on  a  |JL/?  =  m. 

Les  racines  de  ^(^)  =  o  sont  fonctions  rationnelles  des  racines 
àe¥[x)^=o  comme  de  celles  de<ï>(Z)^o.  Désignons  en  effet 
pary'(x,  ^0  )  ce  que  devienty(^,  Zo)  lorsqu'on  a  exprimé  ses  coef- 
ficients en  fonction  de^o-  Les  équations  /'[xq,  z)  =  o  et  C3(:;)  =  o, 
Xo  désignant  une  racine  de  l'équation  /'(^r,  :^o)  =  o,  ont  une  seule 
racine  commune  ^o»  qu'on  pourra  obtenir  pour  les  opérations  qui 
donnent  le  plus  grand  commun  diviseur  de  /'(xo-,  z)  et  de  '^(-s). 

10.   Réciproquement,  soient 

'j.  fonctions  de  la  suite  (i)  formant  un  groupe  relativement  à  l'équa- 
tion F(x)  =  05  J"o  étant  une  racine  de  F(j:)  =  o, 

sont  u.  racines  de  cette  équation;  soit  Xf  une  racine  de  F(^)  =  o 
ne  faisant  pas  partie  de  cette  suite; 

sont  également  [jl  racines  de  F(.r)  =  o  :  elles  sont  diff'érentes  des  p. 
racines  (a).  En  effet,  si  l'on  avait  ài{Xi  )  =  ^l^y  (xo),  on  en  déduirait 
>lj^  'lii(^Xi)  =  Xi  =  'Ij*  'bj{xo),  et  par  suite  Xt  serait  une  des  ra- 
cines (a)  contre  l'hypothèse.  Ainsi  [j.  est  un  diviseur  de  m,  degré 
de  l'équation  F{x)  ;=  o.  La  fonction 

(a  —  x)[a  —  'iiiix )][a  —  •!j2i  -i')]  •  •  •  |  «  —  '^u.-i('^  •!■ 


où  a  est  une  indéterminée  rationnelle,  acquiert  —  valeurs  distinctes 

lorsqu'on  substitue  successivement  à  x  les  diverses  racines  de 
l'équation  F  (a:)  =  o.  Ces  valeurs  sont  racines  d'une  équation  irré- 
ductible à  coefficients  rationnels,   et  l'adjonction  d'une  racine  de 

cette  dernière  équation  décompose  F  (a:)  en—  facteurs  irréduc- 

tibles  de  degré  [jl. 

11.  Supposons  que  l'équation  0(Z)  =  o  soit  elle-même  holo- 
drome;  et  soit,  comme  précédemment, /(j:,  Zq)  un  des  facteurs 
irréductiblesdeF(x),  après  l'adjonction  de  Zo, racine  de  <I>(Z)  =  o. 
Si  l'on  désigne  par  ^{xq)  une  racine  de  F  (or)  =:  o  n'appartenant 
pas  difi^x.,  Zo'  =  o,  les  \x  quantités 

qui  sont  racines  d'une  équation  de  la  forme /(.r,  Z,  )  =  o,  Z,  étant 
une  racine  de  <1^(Z)  =  o,  et  d'autre  part  les  a  quantités 

sont  racines  d'équations  à  coefficients  fonctions  rationnelles  de  Zo, 
puisque  Z,  est  une  fonction  rationnelle  de  Zq.  Or,  dans  ces  deux 
suites,  il  y  a  une  quantité  commune  0(xo);  elles  sont  donc  les 
mêmes  à  l'ordre  près  ;  de  sorte  que  les  deux  groupes  de  fonctions 

ne  diffèrent  que  par  l'ordre..  Nous  exprimerons  cette  propriété  en 
disant  que  le  premier  groupe  de  fonctions  est  échangeable  à  la 
fonction  0,  relativement  à  l'équation  F(x)  =  o.  Ainsi  : 

Lorsqu'on  adjoint  à  une  équation  liolodrome  F(x)  =  o  une 
racine  d'une  équation  <Î>(Z)  =  0;  également  liolodrome,  les 
groupes  de  fonctions  correspondant  aux  divers  facteurs  irré- 
ductibles sont  les  mêmes;  et  ce  groupe  est  permutable  à  toutes 
les  fonctions  9,  telles  que  F[0(a:)]^o  en  même  temps  que 
F(.r)  1=  o. 

Réciproquement,  soient  x,  'It  (x),  •i/2(^)?  •  •  -  ^  '}[;.- 1  (•^)?  [^  fonc- 
tions de  la  suite  (i  )  formant  un  groupe  relativement  à  l'équation 
F(a)=o,  échangeable  ù  toutes  les  fonctions  de  celle  suite  (i), 


—  a  — 
a  étant  une  indéterminée  rationnelle,  la  fonction 

(a  —  ^)[fi  —  •l'i(x)][a  —  6.2(  .r  )]  ...  [o  —  <^u.-i<  -^  >] 

acquiert  —  valeurs  distinctes  lorsqu'on  substitue  à  x  les  diverses 

racines  de  Téquation  F(x )=  o;  l'équation  qui  admet  ces  —  valeurs 
pour  racines  est  holodrome.  En  effet,  soient 

[a—  (HXo)][a  —  •bi(}{Xo)]  ...  [a  —  iLjj.-,  e(a"o  )]  =  -i 

deux  des  valeurs  considérées,  0  étant  une  des  fonctions  (i)  autre 
que  'l.  On  a,  puisque  le  f,^roupe  des  fonctions  •!>  est  permutable  à 
toutes  les  fonctions  de  la  suite  (i), 

Zi  =  [a  —  fi(  cr^  )][a  —  ()'l,(  x^)]  ,..  [«  —  0'!/^_i(  j"o  )]  : 

or  toute  fonction  symétrique  des  a  quantités  Xo, '}i  (^0)5  •  •  •  » 
•lu.^i(Xo)  est  exprimable  rationnellement  en  fonction  de  z-o', 
donc  z-f,  qui  est  aussi  une  fonction  symétrique  de  ces  u.  quantités, 
d'après  sa  seconde  forme,  s'exprime  rationnellement  en  fonction 
de  Zq.  On  voit  de  plus  que,  lorsque  l'équation  <I>(Z)  ;=  o  est  holo- 
drome, l'équation  z>[z)^o,  qui  produitle  même  effet  que  <Ï>(Z)  =:o 
et  qu'on  formera  comme  il  a  été  dit  an  n"  9,  est  aussi  holodrome. 

12.  L'équation  $(Z)  ^  o  n'étant  pas  holodrome,  il  peut  se  faire 
que  l'équation  'z>(z)=^o,  qui  produit  le  même  effet,  soit  holo- 
drome, et  alors  on  retombe  dans  le  cas  précédent.  Considérons  le 
cas  où  l'équation  Z'(z)  =  o  n'est  pas  holodrome  :  ;„  et  ^i  étant 
deux  racines  de  '-^(z)  =  o,  l'adjonction  de  l'une  ou  de  l'autre  per- 
met de  décomposer  F(j:)  en  facteurs  dégal  degré  u;  soientyf.a:,  :;o) 
ety")  (x,  Zi  ),  deux  facteurs  s'annvilant  pour  une  même  valeur  de  x, 
Xq.  Les  racines  de  f{x,  Zo)^=  o  étant 

^ù-     'h(-'^o)-     'T'i(^o) 'T'y.-ii^o'i- 

celles  de  fi  (x,  z,  )  =  o  pourront  être  représentées  par 

•7-0.      0,'i,0,-if.roK      ....      0,'La_,07i(.r„i; 

ces  deux  suites  sont  forcément  distinctes,  et  il  en  est  de  même  des 
groupes  de   fonctions  qu'on    obtient  en  remplaçant  x„    par  une 


variable  x,  en  supposant  que  ^q  et  :;,  ne  puissent  s'exprimer  ration- 
nellement en  fonction  l'une  de  l'autre. 

Soit  fi{x,  Zi)  le  facteur  de  F(^')  qui  s'annule  pour  Xq  lorsqu'on 
adjoint  z-i  et 

•To,   Ori/iO,M>o),    •■•,   0/(L,j._ier'(^o) 

les  ]x  racines  de  l'équation  /i(x,  z-i)  =  o.  Remplaçant  Xq  par  une 
variable  x,  on  a  un  groupe  de  fonctions  correspondant  à  zi;  et  par 
suite  n  groupes  pour  les  /i  racines  de  oÇz)  =  o.  Le  groupe  corres- 
pondant à  l'adjonction  d'une  racine  de  l'équation  résolvante  de 
o(z')  =  o  se  compose  des  fonctions  communes  à  tous  ces  groupes, 
lesquelles  forment  évidemment  un  groupe  permutable  à  toutes  les 
fonctions  B  du  n"  8.  En  eflet,  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
premiers  membres  des  équations 

est  rationnel  après  l'adjonction  d'une  racine  de  l'équation  résol- 
vante de  c5(^)^o;  soity(jc)  ce  plus  grand  commun  diviseur;  Zi 
est  une  fonction  rationnelle  de  x^^,  invariable  lorsqu'on  remplace  x„ 
par  les  autres  racines  de  f(x,  Zi)  =  o\  il  en  résulte  que  la  fonction 
résolvante  de  l'équation  C2(:;)  r=:  o  est  une  fonction  rationnelle 
de^o,  invariable  lorsqu'on  remplace  ^q  par  les  diverses  racines  de 
'/{x)  =  o;  '/(x)  est  donc  irréductible  (6). 

13.  Nous  dirons  que  deux  équations  sont  équivalentes  lorsque 
les  racines  de  l'une  pourront  s'exprimer  rationnellement  en  fonc- 
tion des  racines  de  l'autre,  qu'une  équation  holodrome  est  simple 
lorsqu'elle  ne  pourra  se  réduire  qu'à  l'aide  d'une  équation  holo- 
drome équivalente  (Camille  Jordan,  Théorie  des  substitutions  et 
des  équations  algébriques). 

Il  est  clair  que  deux  équations  holodromes  équivalentes  sont  de 
même  degré.  Etant  données  deux  équations  simples  non  éc[uiva- 
lentes,  l'adjonction  des  l'acines  de  l'une  aux  quantités  connues 
laisse  l'autre  simple.  Etant  données  trois  équations  simples  non 
équivalentes  deux  à  deux,  il  peut  se  faire  que  l'adjonction  des 
racines  de  deux  de  ces  équations  réduise  la  troisième,  mais  les  trois 
équations  sont  alors  de  même  degré.  En  eflet,  adjoignons  seule- 
ment les  racines  de  l'une  des  équations,  les  deux  autres  restent 
simples;  mainlenant  ces  deux  équations  sont  équivalentes,  |iuisquc 
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l'adjonction  de  l'une  réduit  l'autre;  donc  elles  sont  de  même  degré. 
Ainsi  les  trois  équations  sont  de  même  degré  deux  à  deux.  Ce  que 
nous  venons  de  dire  de  trois  équations  simples  peut  se  dire  d'un 
nombre  quelconque  autre  que  deux  d'équations  simples. 

14.  Soit  F{x)  =  o  une  équation  holodrome  de  degré  m  et 
C'(z)  =  o  une  équation  simple  de  degré  v,  permettant  de  la  réduire. 
Après  l'adjonction  d'une  racine  deo(:;)  =  o,  F{x)  se  décomposera 

en  V  équations  holodromes  et  équivalentes  de  degré  —  •  Il  peut  se 

faire  que  F(.r)  =  o  se  réduise  à  l'aide  d'autres  équations  simples, 
non  équivalentes  à  z,{z)  =  o-,  et  que  parmi  elles  il  s'en  trouve  de 
degré  v;  soit  C2,  (z)  =  o  l'une  d'elles,  et  ainsi  de  suite.  On  arrivera 
à  un  certain  nombxe  d'équations  simples 

(a)  ç.(;:)=:o,         o,(^)  =  o.         Oa-i(-s)  =  o, 

toutes  de  degré  v,  permettant  chacune  de  réduire  F(:r)  =  o  et 
telles  que  l'une  quelconque  d'entre  elles  reste  simple  lorsqu'on 
adjoint  aux  quantités  connues  les  racines  de  toutes  les  précédentes 
et  que  toute  autre  équation  simple  de  degré  v  permettant  de  ré- 
duire F(j")  =o  se  réduise  après  l'adjonction  des  racines  de  ces  a 
équations. 

Au  lieu  de  partir  de  o[z)  =  o,  on  pourrait  partir  de  toute  autre 
équation  simple  de  degré  v,  permettant  de  réduire  F(.r)^o,  et 
alors,  en  opérant  comme  plus  haut,  on  arriverait  à  une  autre  suite 

jouissant  des  mêmes  propriétés  que  la  précédente.  Les  équations 
résolvantes  des  deux  équations 

(2)  o'{z)o\(z)  ...o'^_   (z)  =  o 

sont  équivalentes.  En  effet,  les  racines  de  's^'(z)  =  o  peuvent  s'ex- 
primer rationnellement  en  fonction  des  racines  de  l'équation  (i); 
de  même,  celles  de  o\  (z)  =  o,  ^'.,{z)  =^0,  . . . ,  'Sr^_i(z)  =  o;  réci- 
proquement, les  racines  des  équations  cp,  (cj  =  o,  'f  2(^)  =  <^?  —  ? 
Oa_i(:;)  =  o  s'expriment  rationnellement  en  fonction  des  racines 
de  l'équation  (1).  La  résolvante  de  l'équation  (i)  est  de  degré  v='. 
En  efl'et,  si  Ton  adjoint  une  racine  de  l'équation  o,(^)=o,  ce 


degré  est  divisé  par  v,  et  il  en  est  de  même  chaque  fois  que  l'on 
adjoint  une  racine  des  équations  (a).  La  résolvante  de  l'équation  (2) 
est,  pour  la  même  raison,  de  degré  v?.  Ces  deux  résolvantes  sont 
de  même  degré,  puisqu'elles  sont  équivalentes;  donc  [i  =  a. 

Il  est  clair  que  ce  que  nous  venons  de  dire  des  équations 
simples  à  coefficients  rationnels,  réduisant  F(x)  =:  o,  de  degré  v, 
peut  se  répéter,  pour  l'ensemble  des  équations,  d'un  autre  degré 
quelconque. 

lo.  Soit  <h(z)  =  o  l'équation  holodrome  équivalente  à  l'en- 
semble des  équations  simples  à  coefficients  rationnels,  permettant 
de  réduire  F(^)  =  o,  telles  qu'aucune  d'elles  ne  puisse  se  réduire 
par  l'adjonction  des  racines  des  autres,  et  que,  de  plus,  toute  autre 
équation  simple,  réduisant  F(^)  =  o,  se  réduise  par  l'adjonction 
d'une  racine  de  c:'(::)  =  o.  Le  degré  de  à{z-)  est  égal  au  produit  des 
degrés  de  ces  équations  simples.  Nous  appellerons  ces  équations, 
simples  et  à  coefficients  rationnels  avant  l'adjonction  de  toute  irra- 
tionnelle, équations  simples  du  premier  ordre;  et  toute  fonc- 
tion rationnelle  des  racines  de  ces  équations,  fonction  algébrique 
du  premier  ordre.  De  même  nous  appellerons  équations  simples 
du  second  ordre  et  fonctions  algébricjues  du  second  ordre  les 
équations  simples  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  algé- 
briques du  premier  ordre,  et  les  fonctions  rationnelles  des  racines 
de  ces  équations  ;  et,  en  général,  écjuations  simples  du  iji."^'"^  ordre 
et  fonctions  algébriciues  du  [jL'è/?/e  Qf^he  les  équations  simples 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  algébriques  du  (a  —  ly™" 
ordre,  ou  du  moins  ne  sont  bolodromes  qu'après  l'adjonction  de 
fonctions  algébriques  du  (u.  —  i^'-me  ordre,  et  les  fonctions  i^a- 
tionnelles  des  racines  de  ces  équations  (voir  Algèbre  supérieure 
de  M.  Serret,  t.  II,  n*'  oi3). 

m  étant  le  degré  de  F(j")  =  o,  n  celui  de  d»(c)^o,,  ^0  ^ine 
racine  de  '\{z)  =  o,  après  l'adjonction  de  Zq,  F(.r)  =  o  se  décom- 
pose en  n  équations  bolodromes  équivalentes  de   degré  — ;  soit 

f{x^  Z(^)=zo  Tune  d'elles;  le  groupe  de  fonctions  àc  f[x,  z^^)  =  o 
est  perniiilable  au  groupe  de  fonctions  de  F(j")  ^  o.  Soit 

une  équation  holodrome    cl    simple    iq)rès    r.td jonclidii   de  r,,.  tie 
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clegrt'-v,,  et  permellaiU  de  réduire  /(y,  :■^^)z=o.  Après  Tadjonc- 
lion  d\ine  racine  de  l'équation  7:(^,  z-o)  =  o,  f{^,  z-o)  =  o  se  dé- 
compose en  V,   équations  holodromes  de  degré équivalentes, 

et  le  groupe  de  fonctions,  qui  est  le  même  pour  toutes  ces  équa- 
tions, sera  permutable  à  toutes  les  fonctions  du  groupe  de 

f{x,  ^o)  =  o, 

mais  en  général  il  ne  le  sera  pas  à  toutes  les  fonctions  de  groupe  de 
F(.r)  =  o  ;  z,  élarrt  une  autre  racine  de  •ii(^z)  =  o,  t:{Z„  Zi)  =  o  per- 
mettra de  décomposer  y(x,  ;:,)  (5);  mais  y(x, -:;4)  ^  o  est  équi- 
valente à  f(:r,  Zo)=  o;  donc  tz^Ç^  ;,)  =  o  est  une  autre  équation 
sim[)le  après  l'adjonction  de  Zq,  permettant  de  décomposer/'(.r,  z-n), 
de  sorte  qu'il  v  aura  un  certain  nombre  de  racines  de 


'(-) 


qui,  substituées  à  Zq  dans  t.(^,Zo),  donneront  des  équations 
simples  permettant  de  réduire y(^,  Zo)  =  o,  telles  que  l'une  quel- 
conque d'entre  elles  reste  simple  après  l'adjonction  des  racines  de 
toutes  les  autres,  et  que  l'équation  simple  obtenue  en  substituant 
à  Zo,  dans  "(JT,  Zq)^o,  une  autre  racine  de  'l(z)  =  o  se  réduise 
après  l'adjonction  de  ces  a'  équations.  Remarquons  que  a'  peut 
être  égal  à  i  ;  les  coefficients  de  "(Ç,  Zq)  peuvent  même  être  ra- 
lionnels  avant  l'adjonction  de  Zq,  mais  l'équation  t.('Ç)  =  o  n'est 
liolodrome  qu'après  l'adjonction  de  ^o- 

Au  lieu  de  partir  de  t,{^,  Zq)  =  o,  on  pourrait  partir  de  toute 
autre  équation  simple  obtenue  en  substituant  à  z,^  une  autre  racine 
de  •!/(:;)  =  o;  on  arriverait  à  une  autre  suite  z'^,  z\,  . . . ,  z'r^,_i. 
Mais,  en  raisonnant  comme  au  numéro  précédent,  on  voit  que 
^'=  a',  et  que  l'ensemble  des  nouvelles  équations  est  équivalent  à 
l'ensemble  des  premières. 

10.    La  résolvante  de  ré(piation 

est  de  degré  v'J'  ,  et  l'adjonction  dune  racine  de  cette  équation  ré- 
solvante  permet   de   décomposer  /(jr,  2„)  =  o    en    ^/f   équations 

équivalentes  de  degré  —-^'  Soil  UiZ,  Zo)  =  o  celle  équation  résol- 


vante.  Si  ion  remplace,  dans  les  coefficients  de  celte  équation,  Zq 
par  une  autre  racine  de  '}(^)  =  o,  l'équation  nouvelle  obtenue  est 
holodrome  et  équivalente  à  la  première.  En  substituant  ainsi  à  ^o 
les  diverses  racines  de  'l(z)  =  o,  on  obtient  un  certain  nombre 
d'équations  distinctes,  c'est-à-dire  n'ayant  pas  les  mêmes  racines, 
nombre  qui  est  un  diviseur  de  /«,  et  peut  d'ailleurs  se  réduire  à 
l'unité;  cette  équation,  dans  le  dernier  cas,  a  pour  coefficients  des 
quantités  rationnelles  avant  l'adjonction  de  z^,  mais  n'est  ho- 
lodrome qu'après  l'adjonction  de  ^o-  Le  produit  des  premiers 
membres  de  ces  équations,  qui  est  indépendant  de  l'irration- 
nelle ^0?  donne,  égalé  à  o,  une  équation  dont  la  résolvante,  en  ne 
considérant  pas  ^o  comme  connue,  mais  seulement  les  irration- 
nelles primitives,  est  de  degré  v^  /i',  n'  étant  un  diviseur  de  n  autre 
que  I.  En  effet,  cette  équation  résolvante  ne  peut  être  décomposée 
qu'à  l'aide  des  équations  simples  du  premier  ordi^e,  qui  décom- 
posent'}(c)=o,  et  ses  équations  du  second  ordre  sont-(î:^,  ro)==o, 
-(!^,  ;,)  =  o,  ...,-(^,  Zoi'^i)  =  o;  /i'  >-  1 ,  car  autrement  n(Ç,  ^o)  =  o 
serait  à  coefficients  rationnels,  et  holodrome  avant  l'adjonction 
de  Zq.  Cette  équation  résolvante  décompose  F(x)  =  o  en  y^' n'  équa- 
tions holodromes,  équivalentes,  qui  ont  même  groupe  de  fonctions, 
et  ce  groupe  est  permutable  à  toutes  les  fonctions  du  groupe  de 
¥(jc)  =  o.  Il  en  résulte  qu'après  l'adjonction  d'une  racine  de 
n.{^,  Zo)  =  o^  fi^^i  -^o)  =  o  se  décompose  en  v'^'  équations  holo- 
dromes équivalentes,  dont  le  groupe  unique  est  permutable  aux 
fonctions  du  groupe  dey"(.r,  Zq)  =  o,  mais  encore  à  toutes  les  fonc- 
tions du  groupe  F{x)  =  o.  Ce  que  nous  avons  dit  des  équations 
simples  du  second  ordre  peut  se  répéter  pour  les  équations  des 
divers  ordres. 

Ainsi  une  équation  holodrome  F(^)  =  o  se  réduit  à  l'aide  d'une 
suite  d'équations  simples;  cette  suite  n'est  pas  entièrement  déter- 
minée, mais  la  suite  des  degrés  de  ces  équations  simples  l'est, 
abstraction  faite  de  l'ordre,  et  le  produit  de  ces  degrés  est  égal  à 
celui  de  F(.r).  Si  l'on  considère  les  groupes  de  fonctions  des  équa- 
tions en  lesquelles  se  décompose  successivement  F(.r)  =  o,  chacun 
de  ces  groupes  est  contenu  dans  le  précédent  et  échangeable  à 
toutes  ses  fonctions  (Camillk  JounA-\,  Traité  des  siihsliliilions, 
p.  2(î()  et  suivantes). 
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De  la  décomposition  des  équations. 


17.  Soit  f{x)  =  o  une  équation  irréductible  non  holodrome 
de  degré  m,  etF(\  )  =  o  son  équation  résolvante.  Cette  équation 
résolvante  se  décompose  en  équations  simples,  comme  il  vient 
d'être  dit.  Parmi  ces  équations  simples,  quelques-unes  réduiront 
f(^x)^o.  Supposons  que  les  premières,  qui  permettent  de  réduire 
y(jr)  =  o,  appartiennent  au  ul''^'"^  ordre,  de  sorte  que  Fenserable 
des  équations  simples  d'ordre  inférieur  laissent /"(x)  =  o  irréduc- 
tible; soit  F<(r)  =  o  l'équation  holodrome  équivalente  à  l'en- 
semble de  ces  équations  simples,  Co  "ne  de  ses  racines  et77(^,  Vç^)  =  o 
une  équation  simple  de  degré  v.  permettant  de  réduire  f{jc)  =  o. 
Après  l'adjonction  d'une  racine  ;:o  <ie  cette  équation,  f{x)  se  dé- 
compose en  facteurs  d'égal  degré.  En  effet,  soit  'f  (^,  ^o)  "ii  facteur 
irréductible  de  f{x);  o{jc,  ;:,),  'f{x,  5o),  ...,  çp(.r,  ^v-i)  sont  éga- 
lement irréductibles  et  diviseurs  de  /(^)  (o);  leur  produit  est 
donc  une  puissance  de  f{x).  D'ailleurs,  z-i  étant  une  fonction  ra- 
tionnelle de  ^o>  les  équations 

n'ont  pas  de  racine  commune  ou  ont  toutes  leurs  racines  com- 
munes. Ainsi,  après  l'adjonction  de  r-o?  les  facteurs  en  lesquels  se 
décompose y(j")  sont  compris  dans  la  suite  'f  (-c,  ^o),  'f  (-?".  -^i),  •••- 
C3(jr,  ^v-i)-  Le  nombre  de  ces  facteurs  est  un  diviseur  de  m,  degré 

de  f{jo)  et  de  v;  soit  n  ce  nombre;  le  degré  de  'f(j",  ^o)  est  — 
Les  autres  équations  simples,  obtenues  en  substituant  à  p'q,  dans 
les  coefficients  de  léquation  7:(^,  t'o)  =  o,  une  autre  racine  de 
F,((^)  =  o,  décomposent  f  (^x)  ^  o  d'une  manière  analogue. 
Soient  v'o,  r, ,  ....  Cx-i  les  racines  de  F,  (t')  =  o.  donnant,  comme 
au  n"  la,  une  suite  d'équations  simples 

telles  que  l'une  quelconque  reste  simple  après  l'adjonction  des  ra- 
cines de  toutes  les  autres,  et  que  toutes  les  équations  simples 
7:(c,  ('/)  =  o,  K'i  étant  une  racine  de  F,  {v )  =  o,  se  réduisent  après 
l'adjonction  des  racines  de  ces  a  équations  simples.  Chacune  de  ces 


-  81   - 

équations  simples  divisera  pai^  n  le  degré  de  f{jc).  et  leur  en- 
semble par  n'^. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter;  /i*  est  égal  à  ni  ou  bien  lui  est 
inférieur.  Dans  le  premier  cas,  l'équation  f(x)=:o  est  dite  pri- 
mitive ;  F(V)  =  o  est  alors  équivalente  à  l'ensemble  des  équations 

F](f  )  =  O,  T.{Z,  i'Q)-(  Z,  t-,  ).T.{Z,   Vi).  .  .-{Z,  l'x_,  )  =  O. 

Si  n'^  n'est  pas  égal  à  m,  soit  ¥.2{v')  =  o  l'équation  liolodrome  à 
coefficients  rationnels  avant  l'adjonction  de  toute  irrationnelle, 
autre  que  celles  qui  entrent  dans  les  coefficients  de  f{x)  =  o, 
équivalente  à  F,  (c)  =  o  et  "(-,  ('o)7:(^,  r,  )  . .  .  7:(^,  ('o(_,  )  =  o. 
Après  l'adjonction  d'une  racine  r'„  de  F2(('')  =  o,  f(^x)  =  o  se 
décompose  en  n'^  équations  d'égal  degré,  et  Ton  pourra  former 
une  équation  à  coefficients  rationnels 

j«'-'-+-A,jK"'-'...=  o, 
telle  que 

/(.r)  =  [^,\{y,)x'-^..  .][M(  r,)j"'«'  _. ..][...].... 

m  =  — )  et  j'(,  JK21  •  '  •  1  Vn'^  étant  les  racines  de  1  équation  en  r. 

Ainsi  une  équation  qui  n'est  pas  primitive  peut  se  ramener  à  un 
certain  nombre  d'équations  primitives,  et  le  produit  des  degrés  de 
ces  équations  est  égal  au  degré  de  l'équation  proposée. 

18.  Lorsque  le  degré  d'une  équation  liolodrome  est  un  nombre 
premier/?,  cette  équation  est  évidemment  simple,  et  l'on  peut  re- 
présenter ses  racines  par 

X  étant  l'une  d'elles  et  9  une  fonction  rationnelle.  Abel  a  montré 
que,  dans  ce  cas,  on  peut  exprimer  les  racines  de  l'équation  à  l'aide 
de  radicaux  (Seriiet,  Algèbre  supérieure,  Sect.  V,  Cliap.  III). 
Réciproquement,  lorsqu'une  équation  est  soluble  par  radicaux, 
ses  équations  simples  sont  toutes  de  degré  premier;  en  efl'et,  l'é- 
quation jj-/' —  A  =  o  devient  abélienne  après  l'adjonction  des  ra- 

111,  .  XP  —  I  .  1    , 1  ■ 

cines  de  1  équation =  o,  qui  est  abehcnne. 

D'après  ce  qui  précède,  lorsqu'une  équation  (U;  degré  premier 
est  soluble  par  radicaux,  elle  est  susceptible  de  devenir  abéHi^nne. 
XV.  G 
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Celte  condilion  est  suffisante.  Soit/(^)  =  o  une  équation  de 
degré  m,  premier  ou  non,  irréductible  et  non  abélienne  actuelle- 
ment, et  qui  devienne  abélienne  après  l'adjonction  de  certaines 
irrationnelles  qui  la  laissent  irréductible.  Quel  que  soit  le  nombre 
des  irrationnelles  adjointes,  on  peut  les  exprimer  toutes  en  fonc- 
tions rationnelles  d'une  racine  d'une  équation  holodrome;  soient 
F(:>)  =  o  cette  équation  holodrome  et  ;;o  mis  ^^  ses  racines. 
Xq  étant  une  racine  de  /{x)  =  o,  les  autres,  par  hypothèse,  peu- 
vent être  représentées  par 

à  étant  une  fonction  rationnelle  de  Xq  et  de  ^01  et  '}'-(^o>  -^^o)  re- 
présentant 'ii[z-o,  àiz-o: -x^o)],  et  ainsi  des  autres.  Soit  '/j{zq), 
•fi  étant  une  fonction  rationnelle,  une  autre  racine  de  F(;;o)  =  o; 
'i[y,(^o),  ^0]  est  aussi  racine  de  f{x)  =  o;  par  conséquent,  cette 
quantité  est  égale  à  l'un  des  termes  de  la  suite  précédente  '}'(^oj  -^^o)- 
On  a 

d'oiî 

4-  [  y.f  (  -0  ),  -j-o  ]  =  -v'  [  /,•  (zo),xo]  =  'i''-  (  ^0 ,  ^0  ) 

et,  d'une  manière  générale, 

Soit  r  le  nombre  de  termes  distincts  compris  dans  la  suite 

d'après  ce  qui  précède 

d'où  i'' EUE  I  (mod./;«)5  ce  qui  exige  que  i  soit  un  nombre  premier 
avec  m.  Ainsi,  lorsqu'on  remplace,  dans  'l^Zo,  Xo),  z-o  par  les  di- 
verses racines  de  F(^)  =  o,  on  obtient  un  nombre  v  de  valeurs 
distinctes  au  plus  égal  à  o(^m),  nombre  des  entiers  inférieurs  à  m 
et  premiers  avec  m.  Il  en  sera  de  même  lorsfju'on  remplacera  Xo 
par  une  indéterminée  rationnelle  a;  les  v  valeurs  qu'on  obtient 
alors  sont  racines  d'une  équation  irréductible,  et  les  coefficients 
des  diverses  puissances  de  jto,  dans  {'(^o?  ^o)>  peuvent  s'exprimer 
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rationnellement  en  lonclion  de  '}»(  -:^o,  <"')•  D'ailleurs,  comme  on  a 

on  voit  que  •!*[y,(co),  «]  pourra  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  de  'bizoïCi). 

Ainsi  l'équation  qui  a  pour  racines  ces  v  valeurs  distinctes  est 
liolodrome,  et  l'on  peut  prendre,  pour  F(;;)  =  o,  une  équation 
de  degré  v. 

Soient  '/y(^o  )  "i^e  racine  autre  que  y,(:ro)  de  l'équation 


il  viendra 

de  même 
d'où 


yj7j(-o)  =  y.jy.ii^o)- 


Les  fonctions  y,,  y  y  sont  donc  échangeables  entre  elles,  et  l'équa- 
tion F(~;)  =  o  est  résoluble  algébriquement  d'après  un  théorème 
d'Abel.  De  plus  les  v  nombres,  tels  que  i,  /,  forment  un  groupe  re- 
lativement au  module  /;«,  c'est-à-dire  que  le  produit  de  deux  quel- 
conques d'entre  eux  est  congru  à  l'un  des  termes  de  cette  suite, 
suivant  le  module  m,  et  v  est  par  suite  un  diviseur  de  ©(m).  Le 
degré  de  l'équation  résolvante  dey(\r)  =  o  est  égal  à  niy.  Lorsque 
m  est  premier,  o(m)  est  égal  à  m  — ^  i ,  et  l'équation  F^:^)  =  o  est 
abélienne,  puisque  les  nombres  i,  J  sont  les  diverses  puissances 
de  l'un  d'entre  eux  convenablement  choisi;  on  en  déduit  que,  deux 
racines  d'une  telle  équation  étant  données,  les  autres  s'en  déduisent 
rationnellement.  Ces  théorèmes  ont  été  établis,  pour  la  première 
fois,  par  Gallois,  dans  son  célèbre  Mémoire,  paru  en  i846'  dans  le 
tome  XI  du  Journal  de  Liouville. 

19.  Nous  sommes  ainsi  arrives  aux  théorèmes  généraux  de  la 
théorie  alg(''bri(pie  des  équations,  indépeudamincnt  de  la  théorie 
des  substitutions.  Comme  l'a  démontré  Galois,  cette  dernière  est 
corrélative  de  la  théorie  des  é((uations;  mais  la  méthode  ({ue  nous 
avons  suivie  peut,   dans  certains   cas,   être  plus  simple  ou   pré- 
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scnlcr,  sous  un  jour  nouveau,  les  proposilions  de  la  théorie  des 
substitutions. 

Reprenons  les  notations  du  n"  7.  So\l  f(  .r)  ^=  o  une  équation 
de  degré  w,  n'avant  pas  de  racines  égales;  désignons  par  Y,)  une 
fonction  résolvante  de  cette  équation,  et  par  F(V  )  =  o  son  équa- 
tion résolvante  de  degré  N.  Les  racines  de  l'équation /"(j")  =  o 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  ^  o  ;  soient 

Vo,  \  1,  Vo.  .  .  . ,  \  X  _,  étant  les  diverses  racines  de  F(  \  )  =  o, 

représentent,  dans  un  certain  ordre,  les  m  racines  de  l'équation 
f(x)^o:  en  donnant  à  i  successivement  les  valeurs  o,  i,  2,  ..., 
N  —  I ,  on  obtient  donc  N  permutations  entre  les  racines;  les  sub- 
stitutions, pour  passer  de  l'une  d'elles  à  toutes  les  autres,  forment 
lin  groupe  de  substitutions  conjuguées. 

Soit  maintenant  r„  =  n(\ro.  j", ,  ...,  j^^-i)  "ne  fonction  ra- 
tionnelle des  m  racines  de  l'équation  fi-ï")  =  o;  remplaçant  les  .r 
[lar  leurs  valeurs  en  fonction  de  \  „.  on  aura 

^o  =  ni(Vo). 

La  substitution  à  \' ,  dans  II,  (V  "),  des  diverses  racines  de  F(  V j  =  0, 
revient  à  cfTectuer,  dans  la  fonction 

les  diverses  substitutions  de  ce  groupe.  Ainsi,  en  appelant  ce  groupe 
le  groupe  conjugué  propre  à  l'équation  fi  x)^=o,  comme  c'est 
l'usage,  on  a  le  ibéorème  suivant  : 

Si,  dans  une  fonction  \{(Xq,  x^,  . . . ,  Xm_i  )  des  racines  d' une 
équation  f^x)  =  o,  n\(yant  pas  de  racines  égales,  on  effectue 
les  di^'crses  substitutions  du  groupe  conjugué  propre  à  l'équa- 
tion, les  valeuis  distinctes  cju  acquiert  la  fonction  sont  racines 
d'une  équation  irréductible;  l'adjonction  d'une  de  ces  valeurs 
aux  quantités  connues  réduit  le  groupe  de  substitutions  propres  à 
Téquation  à  celles  du  groupe  primilif.  qui  laissent  invariable  la 
l'onction 


! 
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Lorsque  réqiialion/(j7)  =  o  est  primitive,  elle  n'est  réduite  que 
parles  équations  simples  de  F(V)  =  o  d'ordre  le  plus  élevé.  Soient 
Fi(f  )  =  o  l'équation  holodrome  équivalente  à  l'ensemble  des  équa- 
tions simples  d'ordre  inférieur,  Vq  une  de  ses  racines;  après  l'ad- 
jonction de  t'o,  F(V)  ^  o  se  décompose  en  équations  équivalentes; 
soit  Fo(V,  l'o)  =  o  l'une  d'elles,  et 

une  équation  simple  réduisant  l'équation  précédente;  les  autres 
équations  simples  de  F2(^  ,  t'o  )  =  o  s'obtiendront  eu  substituant 
à  r„  dans  les  coefficients  de  ~[z,  i\,)  ^=  o  les  autres  racines  de 
F,  (»')=:  o  ;  et  toutes  ces  équations  simples  réduiront  /{x)  =  o  ; 
de  plus,  le  groupe  de  fonctions  de  Fo(V,  ^'o)  =  o  est  permutable 
aux  fonctions  du  groupe  de  F(  V)  =  o.  Le  degré  de  F2(V,  t'o)  =  o 
est  égal  au  produit  des  degrés  des  équations 

T.(z,i'o)  =  o,         7:(>,('i)  =  o,  T(^,t'a-i)  =  o, 

telles  que  l'une  quelconque  reste  simple  après  l'adjonction  des 
racines  de  toutes  les  autres,  et  que  toutes  les  équations  simples 
7:(^,  t'/)  =  o,  Çi  étant  une  racine  de  F,  (t^)  =  o,  se  réduisent  après 
l'adjonction  des  racines  de  ces  a  équations  simples. 

Dans  le  cas  où  f(^x)  =  o  est  l'équation  générale  de  degré  m, 
son  groupe  est  formé  de  toutes  les  substitutions  possibles  entre  ses 
m  racines,  N  est  égal  à  i,  2,  3,  . . .,  m.  Or,  si  m  est  supérieur  à  4, 
tout  groupe  auquel  toute  substitution  est  permutable  contient  le 
groupe  alterné  (  C.  Jordan,  Traité  des  substitutions,  p.  63).  Donc 
si  m  >45  le  degré  de  F,  (v)  est  égal  à  2,  et  l'on  peut  prendre 

A  étant  le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  différences 
des  racines;  F2(V,  t'o)  =  o  est  de  degré  '  '^^ — ;  ses  équations 
simples  distinctes  ne  peuvent  être  qu'au  nombre  de  deux, 

~(^,  <'o)  =  o         et         7:(j,— ro>=:  o; 

.     1 . 2 . 3 . . .  »i     , ,  ,         c  .  , 

mais n  étant  pas  un  carre  parlait,  ces  deux  e(piations  sont 

équivalentes  et  léquation  Fo(\,ro)  =  o  est  simple  (C.  Jorpak, 
loc.  cit.,  |).  ()(>). 
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IV. 

De  la  division  du  cercle  en  parties  égales. 

20.  Les  racines  primitives  de  l'équation  x"^ —  i  :=o,  c'est-à-dire 
celles  dont  les  diverses  puissances  reproduisent  toutes  les  autres, 
sont  au  nombre  de  o(m),  nombre  des  entiers  inférieurs  à  m  et 
premiers  avec  în\  Gauss  a  montré  que  l'équation  de  degré  o[ni) 
qui  admet  pour  racines  ces  racines  primitives  est  irréductible, 
lorsque  m  est  une  puissance  d'un  nombre  premier;  Kronecker  a 
démontré  la  même  proposition  pour  le  cas  de  ni  quelconque.  Soit 
f{x)  =  o  cette  équation;  q  étant  un  diviseur  de  (^(m),  on  peut  for- 
mer une  équation  de  degré  q  permettant  de  décomposer  f{jc)   en 

q  facteurs  d'égal  degré -•  Lorsque  m  est  une  puissance  d'un 

nombre  premier  autre  que  2,  la  congruence  x?''"'  —  1^0  (mod  m) 
admet  des  racines  primitives,  l'équation  f{x)  =■  o  est  abélienne, 
et  il  n'y  a  qu'une  équation  de  degré  q  permettant  de  la  décom- 
poser en  q  facteurs  d'égal  degré.  Gauss  a  donné  celte  équation 
dans  le  cas  où  m  est  un  nombre  premier  pour  q  égal  à  2,  3  et  4- 
Nous  allons  établir  les  résultats  de  Gauss,  en  suivant  une  marche 
différente  qui  simplifie  les  calculs. 

Soient  g  une  racine  primitive  du  module  premier/?,  q  un  divi- 
seur   de  p  —  I,   et   0)  =  ^- ;  considérons  la  congruence 

( i)  g%+x>i _,_  g'^+yq -+-  I  =  o     (  mod/»  ). 

Nous  désignerons  par  n^,^  le  nombre  de  systèmes  distincts  sui- 
vant le  module /J  de  g-^i  et  gy'i  satisfaisant  à  cette  congruence.  On 
a  o-r'?  =z  o-j-y  (mod/7),  si  x' —  X  est  divisible  par  co,  cl  /^a^f^  =  /?a',p'' 
si  les  nombres  a',  J^'  sont  respectivement  congrus  à  a,  [i  suivant  le 
module  q\  ainsi  nous  supposerons  les  nombres  x  cl  y  réduits  sui- 
vant le  module  0:),  et  les  nombres  a  et  ,3  suivant  lemodule  ^.  Enfin 
on  voit  immédiatement  que  /i^  p  =  /?p^a- 

La  congruence  (i)  peut  s'écrire  des  deux  autres  manières 

^x-fJ4  j'/ _|_  g-^+y,/ _|. ,  =  o^         g"^-  'j.-\xq ^  g-'J.+yq __  I  ==r  o     (  moAp ) : 
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d'où  les  relations 

Donnons  à  ^  et  jk  les  w-  systèmes  de  valenrs  dont  ces  nombres 
sont  susceptibles  dans  la  somme  n<i+'^i -\- gP+yi  ■  cette  somme 
prendra  w/?a-S,^-5  valeurs  de  la  forme  — g^'^^'i (mod p)  et  s'annu- 
lera (o  fois  (modp)  si  la  congruence 

a  —  [j  -î-  ^^  ES  — i-  (  niocl  oj  ; 

a  une  solution;  dans  le  cas  où  cette  dernière  congruence  n'^a  pas  de 
solution,  la  somme  g'^+-^i -\- g^+Xf  ne  peut  s'annuler  (mod />). 
Donc,  si  w  est  pair,  on  a 


a  =  7  — 1 

'X  =  q- 

1 

2j    "^'^  =  ^' 

V 

"a,a+p  =  w 

a  =  o 

a=:0 

|i  désignant  un  nombre  non  divisible  par  q\  et,  si  lo  est  un  nombre 
impair, 

a  =  7  —  1  a  =  r/  —  1 

a  =  0         '       2  a  =  o 

P  désignant  un  nombre  non  congru  à  -  (mod<7). 

Des  relations  qui  viennent  d'être  établies,  on  peut  déduire  les 
nombres  /ia,p  pour  q  égal  à  2.  En  effet,  on  a  alors,  que  to  soit  pair 
ou  impair,  //„i  =  /^  1  et,  si  w  est  pair, 


d'où 


i-f- «oo-j- 'Ml  =  '        ■■'-"11  =  ^^ ; 


/?  —  5  p 

'^00  —  -, '  «11    —  '^01  ~ 


4 
Si  o)  est  impair. 


«00+ «11=^ '  \-\-'i.nx\.— 


d'oi 


ou 


/?  -4-  I  /J  —  3 

'*oo  —  — -, —  '  '*ii  —  "01  =  — ; — 

4  » 

Pour  q  égal  à  4,  on  ol)lient  entre  les  nombres  /^^.a  i"io  relation 
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qui  nous  sera  utile.  Ou  a,  si  ^  ^      est  pair, 


1  -i-  «00 -r-  «11  —  «22 -r 

«33 -f-  iriii  ~  «11 

•2/122  -^  2  «12  = 


«33  = 

P_ 

—  r 

4 

_    P- 

I 

4 

/>  — 1 

. 

les  deux  dernières  donnent  2/1-22  "^  f^i 

S-  />  —  r 
I  ^^— ^ —  est  impair, 

■A 

«00  +  «11  ^-  «22 -r-  «33 


«33 -^-  2«ii—  7iii 


4 

/?  —  I 


P  —I 
I  -r  2  «02  -4-  2  «10  =    - — , ; 

4 

et,  comme  dans  le  cas  précédent,  on  déduit 

I  -+-  2  «22  =    «11  -^  «33- 

Le  nombre  des  systèmes  de  solutions  de  la  congruenoe 
drinome  g^+-rç  -{- g^+yq  4-  o-y+^ç  _|_  i  ^  q  (mod.p)  peut  s'exprimer 
à  Taide  des  nombres  n^^^  et,  dans  certains  cas,  de  plusieurs  ma- 
nières; ce  qui  conduit  à  des  équations  du  second  degré  entre  les 
nombres  positifs  /'a,p-  C'est  de  ces  relations  que  Gauss  a  déduit 
ces  nombres  /ia,p,  dans  les  cas  de  «7  =  3  et  de  </  :=  4  5  mais  nous 
trouverons  des  relations  analogues  dans  l'étude  de  l'équation 
o'P —  1  =  0. 

21.   Soit  H  une  racine  autre  que   i  de  l'équation  x/' —  i  =  oj  la 

somme 

/,  =  M  —  1 

où  (0  désigne  le  rapport -j  acquiert  rj  valeurs  distinctes  lors- 

qu'on  substitue  à  6  les  diverses  racines  de =  o  ;  on  les  ob- 

tient  en  donnant  à   i  les  valeurs  o,  i,  2,  ...,q_^  dans  l'exprès- 
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sion 

I,  =  w  —  1 


si=  2  eé''^''^/. 


L'équation  de  degré  q,  qui  a  pour  racines  les  quantités  5/,  est 

abélienne,  et  elle  permet  de  décomposer en  q  facteurs  de 

degré  lo.  Les  quantités  Si  ont  été  désignées  sous  le  nom  de  périodes 
des  racines  d'ordre  p  de  limité.  Nous  désignerons  par  S^  la 
somme 

on  a 

S:  =  -i. 

La  A''""'^  puissance  de  Si  est  égale  à 

le  signe  S  s'étendant  aux  o/  termes  qu'on  obtient  en  donnant  à 
chacun  des  nombres  ?', ,  /o,  . . . ,  ik  les  to  valeurs  o,  1,2,  . . .,  oj  —  i . 
D'après  cela,  soient  wNyt  le  nombre  de  fois  que  la  somme 

s'annule  suivant  le  module /j;  toN/ty  le  nombre  des  valeurs  de  t 
satisfaisant  à  la  congruence  x'''  —  gJ^'^^o  (mod/?),  c'est-à-dire 
pouvant  se  mettre  sous  la  forme  gJ+^i  (mod/>);  on  a 

d'où 

Syt  =  ^  (0 N/a  +  S  ( N/!o  -^  ^V.i  -^-  •  .  •  -f-  ^/.■,r/-l  ). 

Mais  on  a  évidemment 

N/.  +  N/,0  -i-  X/.1  -f- . . .  -.-N/.-,7-i  =  '•^''-'  ; 
donc 

S;^.  =  (uiCJ  -r-  i)N/.-  —  W*-'  =/>N/,- —  t./'-', 

en  se  rappelant  que  tS,  =  —  i. 
Soit 

x7-i-  P,^7-i  —  P.,.r7-2  —  .  .  .  -T-  P„  =  o 
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l'équation  aux  q  périodes.  Les  formules  de  Newton  donnent 

Sa-  -^  Pi  Sa-,  +  PîSa-,  -f- . . .  4-  /•?/,  =  o, 

si  k  est  égal  ou  plus  petit  que  q\  et 

Sa-  -^  P,  Sa_i  -^  P2SA-2  --...-  P./Saw/  =  o, 

si  k  est  plus  grand  que  q.  Les  premières  déterminent  les  coeffi- 
cients P,,  Po.  . . . ,  Py  en  fonction  de  rS,,  So,  . .  • ,  S^ ;  les  dernières 
donnent  des  relations  entre  les  nombres  entiers  S>t,  qu'on  peut 
exprimer  en  fonction  des  nombres  /îa,p  du  numéro  précédent. 

22.  Nous  considérerons  d'abord  le  cas  de  co  pair. 
Alors  on  a 

pour  abréger,  nous  poserons  No^  =  /î^;  N3  est  égal  à  N20  =  /^o?  et 
enfin  on  voit  facilement  que 


On  a,  par  suite 
P,  =  i,        P,= 
ce  qui  donne 


r  1  —  1 ,  1  2  — '  i  3  — 5 ■  — 7. 

2  3  6 


4 


pour  l'équation  aux  deux  périodes;  et 

,        c,  P  —  ^          p( nn  —  i)  —  io- 
x^  -i-  X-  ^—- —  X  —  ' =  o 

pour  l'équation  aux  trois  périodes. 

Le  nombre  iiq  est  inconnu  dans  la  dernière  équation;  mais  on 
a  la  relation 

Sv^PiS3-^P2S2  — P3  =  o; 

substituant  aux  lettres  S  et  P  leurs  valeurs  en  fonction  des  nom- 
bres iIq.  n^.  n-2,  il  vient 

3 ( ni  —  n]  —  n'I  )  ^-  ^/Iq—  (x)-  —  i  —  o: 
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eL  l'on  a  déjà 

p  —  i 

I  -f-  «0  -^  «1  -t-  «2  =  W  = 

Ces  deux  équations  suffisent  pour  déterminer  les  trois  nombres  «, 
qui  doivent  être  positifs.  Posons 

ni  —  11-2  =  V, 
d'où 

n\-T-  ni  =■  1 ; 

la  première  devient 

gnj  —  2(3a)  — •  7)«o  +  3  v-  -i-  oj^  —  6co  -i-  5  =  o, 
équation  qui,  multipliée  par  q^  se  met  sous  la  forme 

27v2-T-(9«o—  3(0  -^  7)2  =  4/>. 

Posons 

9^0— 3wM-7  =  L; 
les  deux  conditions 

L^i  (mod3),        27v2 -;- L^  r:^  4/^ 

déterminent  L  et,  par  suite,  n^'^  «,,  /lo  peuvent  se  permuter  entre 
eux,  en  changeant  la  racine  primitive  prise  pour  g.  L'équation 
aux  trois  périodes  devient,  en  faisant  Zx  +  i  =y, 

7^— 3/?j— /?L  =  0. 

23.   Nous   supposons   toujours   co  pair.  Les  ([  périodes  si  sont 
réelles;  en  effet  on  a 

(') 


y  0n-'^'''/=  y  [Off'+'>/^ov+'>''], 


1,^0 


(1)7 


en  remarquant  que  g '^  ~i  — •  i  (mod/?);  et  la  quantilé  entre 
crochets,  somme  de  quantités  imaginaires  conjuguées,  est  réelle. 
Par  suite 
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ou,  en  reiiiplarant  6-2  par^  —  o)  et  S-,  pary^N^ 


0)^  ~  (p  0}  V-  0)^  { p  —  to  )2 

— >  >i  > ; 

p  1         1P 


Mais  ]Ni  est  égal  à 


i  =  q-l 


-  2  "'■ 


Jonc 


et  l'on  a 


i  =  q-\ 


pq  q  .L^       '  ^  q 


2.11;  =  OJ  —  I. 


Désignons  par  v  le  plus  petit  des  nombres  /?/;   alors  la  somme 

des  carres  des  q  —  i  autres  est  égale  ou  supérieure  a  ; 

donc 

(p  —  OiY(q  —  i)         (to  — 1)2,^    (to  —  I /Y  ^ 

pq  ■  q  —  q  —  i  "  '   ' 

inégalité  qui  peut  s'écrire 

(p  —  Oi^iq  — i)  ^  f  10  ~  i 
P<1  ' 

et,  comme  v  est  inteneur  a  


I         (  p  —  M)(q  —  \) 


-       7  ^pq 

Les  nombres  iii  sont  inférieurs  à  co  —  i  —  {q  —  i)v,  ou,  en  rei 
plaçant  v  par  sa  valeur, 


(■^  —  I  _^  (  /)  —  to  )  (  7  —  I  ")2 


—  I        (  /)  —  co  )  (  <7  —  I  ) 


H 


s/p^I 


Le  nombre  ni  représente  le  nombre  des  systèmes  de  solutions 
de  la  cons;ruence 

ff-'(x'/  -hyl)  -t-  I  =  o    (  modp  =  q  oi  -i-i), 

pour  lesquels  aucun  des  deux  nombres  x,y  n'est  divisible  par  p. 
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l^orsqu'on  remplace  (o  par  les  nombres  pairs  successifs  dans  l'ex- 
pression (o^-hi,  on  obtient  une  infinité  de  nombres  premiers: 
d'après  les  inégalités  que  nous  venons  d'établir  pour  tous  ces 
nombres  premiers  correspondant  aux  valeurs  de  co  supérieures  à 
une  certaine  limite,  la  congruence 

xi -^ yi  ^^  zi     (mod/?  =  <7to -!- i) 

admet  des  systèmes  de  solutions  pour  lesquels  aucun  des  nombres 
^,j)",  z  n'est  divisii:)le  par  ^.  Si  le  contraire  avait  lieu,  l'impossibilité 
de  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation  x^  -\- yi  =  zi^  impossi- 
bilité annoncée  par  Fermât,  serait  démontrée,  puisque  l'un  des 
nombres  x^  y  ou  z  devrait  être  divisible  par  une  infinité  de 
nombres  premiers.  Pour  q  égal  à  3  ou  4;  la  proposition  que  nous 
venons  d'établir  résulte  immédiafement  de  l'équation  aux  trois  et 
aux  quatre  périodes,  comme  l'a  remarqué  Libri  \^Mémoire  sur  la 
théorie  des  nombres  [Journal  de  C relie,  t.  9),  rappelé  par  le 
P.  Pépin  (Comptes  rendus,  i88o,  2*^  semestre)]. 

24.   Lorsque  (o  est  impair,  q  est  forcément  pair.  On  a 

N.>  =  o,         N.,5,  =  11,, 


—  a,  -  —  a 


nous  poserons,  pour  abréger  l'écriture, 


-  3.  -  JBÊÊà  - 

2  2  iz^O  2 


Par  suite 


d'où 


§1  =  — 1,         §2  =  — w,         Sa  =/?/?^  — 0-)-; 

2 

2/"',;  (,W  -r-  l)(2W  -I-  l) 


1  1  _  I  1   2  —    >  i  3  —  


G 


Ainsi,  pour  q  égal  à  2,  on  a,  pour  l'équation  aux  deux  pt'-riodes, 

•  p  -  \ 
SI  ^-^ —  est  impair, 

.r2  -I-  j-  -! — i-  =  o. 


—  9J 


La  métliode  que  nous  venons  d'exposer  ne  suppose  pas  le 
nombre  q  premier;  les  formules  s'appliquent  donc  au  cas  où  q  est 
un  nombre  composé;  mais  alors  il  y  a  en  outre  des  relations  qui 
simplifient  les  calculs. 


25.    Soit  q=  \.  On  a 

Sj  —  EOJ  -^  «o5/  —  «1  5/^1  —  n^Si 

p  —  \ 


nsSi^s, 


£  représentant  i  ou  o,  suivant  que  ^ —  =  o>  est  pair  ou  impair. 

4 

Dans  les  deux  cas,  So  -h  Sn,  St  -h  .?•,  sont  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion aux  deux  périodes 


2  .  ^  —  P 


Or 


SqSi 


sl  —  s\  —  it(a  -^{rio  —  ni)yo—{ni  —  n3)yi, 

^1  —  -si  =  2  £to  -r-  f  /io  —  «2  )yi  —  (n-i^  «3  )  T'o, 

_  (  So-^  s-if-  —  si  —  si  _  oj(i  —  2  =  )  —  (  rio^r-  Hi-T-  i)yo  —  (  «1  -^  «3  )yi  . 


ainsi  il  sera  flîcile  de  former  réquation  ayant  pour  racines  5o,  ^2, 
connaissant  n^,  /z,,  /?o,  /Î3. 

Des  équations  écrites  plus  haut,  on  déduit 

^0  —  *1  =  («0  —  ni){so—  S2)  —  (ni—  «3)(*i  —  «aj, 
ou 

(  rio  —  n.2—yo)(so  —  Si)~(ni  —  «aK^j  — 53  )  =  o, 

de  même 

(«0—  «2  —  ri}(si  —  S3)  —  {ni  —  ns){s2  —  So)  =  0. 

Eliminant  entre  ces  deux  dernières  équations  Sq  —  50,  5(  —  53,  il 
vient 

ini  —  «3  )- -7- (  «0  —  «2— .>'o)(«o  —  «2— J'i)  =  o 
OU 

4(/ll  —  n3)2-f-[2(/io—  «2;-i-lj-  =/>. 

Nous  distinguerons  maintenant  les  deux  cas  de  10  pair  et  co  im- 


PuEMiEU  CAS  :  (0  pair.  —  D'après  le  n"  20,  on  a  les  équations 
I  —  «0  -+-  «1  -^  «2  —  «3  =  w.         -in,  =  rii  -(-  «3. 
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On  en  déduit 

rio  =  w  —  I  —  3/12,         2(rto  —  rt»)  +  I  =  2(0  —  I  ^  8/22  =  a', 
a  est  déterminé  par  les  deux  conditions 

i66- -+- «- =/»,         a=  — I     (mod4); 

/îo,  /'2  sont  donc  délei'minés  sans  ambiguïté;   /?),  Ai3  peuvent  se 
permuter  en  changeant  la  racine  primitive  prise  pour  g. 
Les  quatre  périodes  de  l'unité  sont  données  par  l'équation 

jp  — i-f-(a-4-i)(2-^  4r) 

lO 

en  remplaçant  y  successivement  par  jKo,  Jk  '•,  la  condition  trouvée 
4(/^^  —  n-i)-  +  (a ^0  —  in.^-\-  i)-  =  p  exprime  que  les  deux  équa- 
tions obtenues  sont  équivalentes.  En  posant  a  =  ^m  —  i,  l'équa- 
tion en  X  peut  s'écrire 

x^  — yx  —  (6^-1-  m'^  -i-  my)  =  o, 
ce  qui  donne,  pour  l'équation  aux  quatre  périodes 

{x-  —  b-  —  m'^)-  -^  (x-  —  b-  —  m^)(x  —  m)  4 ~  (x  —  m)-  —  o. 

Second  cas  :  w  impair.  —  D'après  le  n°  20,  on  a  les  équations 
du  premier  degré 

«0  -(-  «1  -T-  Ili  -^  «3  =  OJ,  I  -t-  2  /II,  =  «1  -f-  «3  ; 

d'où 

«2  =  0)  —  I  —  3  «0»         2  /ifl  —  2  «2  +  I  =  8  rto  —  2  co  -t-  3  ; 

posons 

2  (0  —  3  —  8  /io  =  a  ; 

les  deux  conditions 

/îb-'^U'—p,         a  ^3^1     (mijdp 

déterminent  complètement  «,  et  par  suite  /ioi  '^2' 

Les  quatre  périodes  de  l'unité  sont  données  par  l'équation 

3  o -I- I  —  (■  a -i- I  )  (  2 -4- 4  )•  ") 

x-  VX  H ; —    =:  () 

ib 


—  m  — 

ou,  en  posant  a  =  :^  ni  —  i , 

X-  — yx  -h •  -^  miini  —  i)  —  mv  —  o, 

4 

y  devant  prendre  successivement  les  valeurs  des  deux  racines  de 

l'équation 

y-  -^v-. — ^  —  o. 

4 


Des  équations  se  ramenant  aux  équations  binômes 
par  une  transformation  linéaire. 

26.   Si,  dans  une  équation  binôme,  on  remplace  l'inconnue  par 

une  fonction  linéaire  -i^ r.   ^^    ^i  1  équation   transformée    or- 

a  X  —  b  ^ 

donnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  devient 

mi  m  —  \) .  .  .(m  —  t  -h  i  i 

açsx"^  —  mciix'"-'^  —  .  ..- . ciix''^-'  —  . . .  =  o , 

\ . i. . .  i 

trois  termes  consécutifs  de  la  suite  «o?  «o  ••••  <^hin  satisfaisant  à 
une  relation  linéaire  homogène 

olq  «/  -t-  ai  a/-i-i  ^-  oL-i  «,V2  =  o  ; 

les  quantités  (Iq,  a,,  ...,  a„i  sont  donc  m  -j-  i  termes  consécutifs 
d'une  série  récurrente  provenant  d'une  fraction  dont  le  dénomi- 
nateur est  du  second  degré. 
Réciproquement,  soit 


/(•^)=2 


!^ -. ttiX'"     ', 


i  =  0 

les  quantités  ao,  «i,  •  •  • ,  «m  satisfaisant  à  la  loi  de  récurrence 

oLotti  —  a,  rt,-Hi  -^  a2 «/H-2  =  o  ; 
on  a  identiquement 

(V  —l )/{x)  =  (aol'  —  ao(x  -^l)"^  -  (a^l  —  ai)( X  -^  l')'", 
A  et  )/  étant  les  deux  racines  de  léqualion 
ao  ^-  ajÀ  -f-  1-2 /.-  —  o, 
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supposées  dislinctes;  clans  le  cas  où  elles  sont  égales,  on  a 

/(^)  =  «9(37  -I-  l)'"  —  m{aol  —  ai)(x  -h  X)'"-'. 

Supposons  les  coefficients  de  /(x)  réels,  et  cherchons  le  nombre 
des  racines  réelles  de  l'équation  y(^)  =  o.  Ces  racines  s'obtiennent 

en  substituant  à  y,  dans  la  fonction  linéaire  ^^ 5  les  m  racines 

^  r— / 

de  l'équation 

(i)  (aoA'— ai)yf'  —  {aol  —  ai)  =  o. 

1°  Les  racines  de  l'équation  en  \  sont  imaginaires.  Les  racines 
de  l'équation  en  y  sont  aussi  imaginaires,  et  leur  module  est  égal  à  i  ; 

si,  dans  la  quantité  -^^ ,  y  étant  une  racine  de  l'équation  (i), 

on  remplace  \J —  i  par  —  ^/^—  1 ,  elle  ne  change  pas 

•— r  ' 

donc  les  m  racines  de  l'équation  f{x)  =  o  sont  réelles. 

2°  Les  racines  de  l'équation  en  \  sont  réelles  et  inégales  :  la 

.   ,Vv  —  \  ,  ,,  ... 

quantité  -^ ;-  est  réelle  ou  imaginaire  en  même  temps  que  y. 

L'équation  /{x)  =r  o  a  le   même  nombre  de  racines  réelles  que 
l'équation  en  y  :  une  seule  si  ni  est  impair;  deux  si,  m  étant  pair, 

— r-; est  positit;  aucune  si,  m  étant  pair,  — ^-^ est  neffatiL 

Les  équations  du    troisième   degré   et  l'équation   dont  dépend 

tano^  — j  étant  donnée  tang  a,  rentrent  dans  la  classe  précédente. 
'^  m  ^ 

27.  Désignons  par  -?(6)  ==  o  l'équation  ayant  pour  racines  les 
z>{m)  racines  primitives  de  l'équation  binôme  x"^ —  i  =  o  ;  jj',,  étant 
une  racine  de  l'équation  (i),  l^s  autres  seront  ^iy»,  0-jKu,  ..., 
^"^''\yoi  •••  i  et  les  racines  de  l'équation  y(j")  =  o  sont  données 

par  la  lorniule  Xk=  ^-jr; '   en  donnant  a  A-  les  valeurs  o,  1. 

1  I I)'' J'o 

2,  ...,/?<  — ^  I.  Posons 


XV. 
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il  vient 

et,  en  général, 

d'oii 

a:-A-= 'yX^o)         et         '!^'>'(x)  =  a;, 
quel  que  soit  x. 

Réciproquement,  soit '!/(jr)  ^  — ; — — p  une  fonction  linéaire,  le 

déterminant  ab' —  ba'  étant   différent   de   o.   Identifiant   avec  la 
forme  précédente,  il  vient 


(I) 

a 
a' 

X'O-À 

J 

b'     À'- 

-  OÀ 

i-O 

a           I  - 

-0 

d'où 

b' 

-a_ 

),  ^ 

et  \,  V  sont  les  deux  racines  de  l'équation 
(2)  n'I- —  {b' —  a)l  ~  b  =  o; 

si  elles  sont  distinctes,  la  valeur  de  H  est  déterminée  et  satisfait  à 
l'équation 

a'  b  —  ab' 

Si  les  racines  de  cette  équation  sont  des  racines  de  l'unité,  la 
suite  des  fonctions  x,  '}(^),  'i>-(^),  ...,  '\>^{^)  est  terminée;  en 
tout  cas,  on  a 

_  À'QA-(^_^X)_X(^-^}/) 

Si  les  racines  de  l'équation  (2)  sont  égales,  on  ne  peut  satisfaire 
aux  trois  équations  (i).  Efi'ectuons  la  transformation 

I— r  1  —  7.(7) 

{a'Xk'  —  b'I  ^  aV — 6)7  — a'X2 -i-(6'— a)X -+- 6 
'^■^^>~  [rt'À'2  —  {b'—a)V—  b]y  —  a'XX'+  b'V—  al -h  b' 


d'où 


Prenant  pour  )/  la  valeur  de  la  racine  double  de  l'équation 
a'I-  —  {b' —  <7)X  —  b  —  o, 
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il  vicDt 

■  et  Ton  en  déduit 


'h'^(x)  = 


a  —  b  -\ \  X  -T-  ib 


'.a X  —  \  a  —  b  ^  


28.  Si  l'on  se  donne  les  deux  premiers  coefficients  «o,  «i  (le  la 
fonction  y(x)  du  n"  26,  et  les  trois  coefficients  ao, a,, ao  de  la  rela- 
tion 7-0 «i  +  a,  <7/^.,  +  aort/_,.o  =  G,  tous  les  autres  coefficients  de  la 
fonctiony"(^)  sont  déterminés.  Nous  supposerons  les  trois  nombres 
a  entiers  et  les  deux  quantités  <7o,  a^  quelconques,  «o  étant  toute- 
fois différent  de  o.  D'après  ce  qui  précède,  les  m  racines  de  l'équa- 
tiony'(:r)  =  o  sont  représentées  par  x^  't'(-^)?  •  •  •  ■>  ^"'"'(.î^),  x 
étant  l'une  d'elles,  et  'y'(-p)  la  fonction  linéaire 

(X'e  — X)r  — X)/(r  — 0)  • 
(i  — 6)^  — (X6  — X')    ' 

où  ).,  )/  sont  les  deux  racines  supposées  distinctes  de  l'équation 
a,iH- a,X -|- aol- =  o,  et  0  une  racine  primitive  de  l'équation 
Q"'—  1  =  o.  On  a 

X'  0  —  X        '/,  -t-  ^  X  0  —  X'       rj.  —  ~ 


I  —  0  Si  a,  1  —  0 

:;  étant  définie  par  l'équation 

^- =  (xï  —  4  aoaa)  1-^-33^  j   ; 
d'où,  en  posant  ai^  —  4^o^-2  =  A, 

v/A 


0  = 


/A 


Si  l'on  remplace  0  j)ar  sa  valeur  en  fonction  de  ;:  dans  l'équation 
de  degré '.p(m)  donnant  les  racines  primitives  de  0'" — 1  =  0,  on 
obtient  une  équation  à  coefficients  entiers  et  n'ajant  que  des  termes 
de  degré  pair  en  z.  Cette  équation  est  irréductible  ou  se  décom- 
pose en  deux  autres  de  degré ^^^^ irréductibles;  car,cnremplaçant 
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~  par  j'-  ou  y,  on  obtient  une  équation  irréductible  (20).   Il  est 

facile  de  voir  quand  elle  peut  se  décomposer  pour  m  égal  à  un 
nombre  premier/)  ou  au  double  d'un  nombre  premier.  D'après 
une  formule  de  Gauss  (Serret,  Algèbre  supérieure), 

r-i 

X  —  I 

ainsi  l'équation  en  z  prend  la  forme  Y-  -h/>  AZ^  =:  o,  si  m  est  égal 
à/?  ou  2/),  p  étant  un  nombre  premier  congru  à  —  i  (mod  4)?  Y  et 
Z  étant  des  fonctions  entières  de  z  ;  et  la  forme  Y-  —  /?Z-  =  o,  si  m 
est  égal  à/>  ou  2/>,  p  étant  premier  et  congru  à  i  (mod  4).  Donc, 
si  m  est  égal  -a  p  ou  o-p. p  étant  premier   et  de  la  forme  ^q  +  3, 

l'équation  en  z  se  ramène  à  deux  autres  de   degré  ^— — -^  à  coeffi- 
cients entiers  pour  les  valeurs  de  A  égales  à  —  pa-  ;  l'équation  en 
z  est  irréductible  dans  tout  autre  cas  pour  m  premier  ou  égal  au 
double  d'un  nombre  premier. 
Soient 

-•'  =  V  A  y— ^.  =  yj(z),  zj  =  y/A  -j— -^.  =  yj{z); 

quel  que  soit  le  nombre  entier  i.  '/j{~-)  est  une  fonction  rationnelle 
de  ::;  mais,  si  le  nombre  i  est  premier  avec  /??,  ::  peut  réciproque- 
ment s'exprimer  en  fonction  rationnelle  de  zi.  Les  entiers  i  et  j 
étant  tous  deux  premiers  avec  m,  on  a 

les  fonctions  y/,  yy  sont  donc  échangeables  entre  elles,  conformé- 
ment à  ce  qui  a  été  démontré  au  n"  18. 

29.  Cherchons  dans  quel  cas  les  coefficients  de  la  fonction  ']>(.r) 
sont  des  nombres  entiers,  et  j^ar  suite  l'équation  /(.r)  =  o,  abé- 
lienne.  On  a 


•Mr)  = 


aao.r  —  (  a,  -i-  ^)' 


dans  tous  les  cas,  les  coefficients  des  diverses  fonctions  '^(j?), 
')j-{x), . . .,'}'""'  {'•)  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ::  ;  et.  d'après 
ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  l'équation  en   z  ne  peut   se  ramener   à 


—  lui  — 

une  équation  du  premier  degré  que  dans  les  cas  de  ni  égal  à  2,  3, 
4  ou  6. 

Soit  d'abord  m  égal  à  6.  L^équation  en  fj  es>\.  H- —  0  +  1  =0;  l'é- 
quation en  z  qu'on  obtient  en  substituant  à  0   la  fonction ^-= 

z  -+-  y/A 

est  ;:-  +  3  A  =  o  ;  posons 

A  =  af  —  4x0^2  =  —  3<2-. 
d'où 

a?  -i-  3  a- 


an  = 


4X2 


On  peut  prendre  pour  a,  et  «  des  nombres  entiers  quelconques 
de  même  parité,  pour  «2  un  diviseur  quelconque  du  nombre  entier 

*  ~^ ;  ao  est  alors  déterminé;  toutefois  a„.  a,,  a.i  ne  doivent  pas 

4  -  1 

avoir  de  diviseur  commun;   z  est  égal  à   ±"6 a,    a,  qz3«  est  un 

nombre  pair  et  la  fonction  "^{x)  devient 

aj  —  3<x 


ai -I-  3a  ' 


son  déterminant  est  égal  a — h  a^a^  =  3rt-. 


4 


Soit  ni  =  3.  L'équation  en  0  est  9'-+  8  +  i  =  o,  l'équation   eu 
z,  Zz--^ A=  o;  posons  encore  A  =  —  3«-  =  a^  —  /\y.oy..2;    d'où 

ar  —  3  a-  ^  ,      .    .  ,     , 

a^ao  =  ; ;  a,  Xq,  a,,  7.0  peuvent  être  choisis  comme  précé- 
demment; z  est  égal  à  rc  «;  a,  rp  a  est  un  nombre  pair  et  la  fonc- 
tion ^{a:)  devient 

ai  —  a 


ai-t-  a 


son  déterminant  est  égal  à ^— f-  aya^  =  a-;  si  a-  est  égal 

à  I ,  les  racines  de  l'équation  /{jc)  =  o  se  développent  en  fractions 
continues  terminées  par  les  mêmes  quotients  (Serret,  Algèbre 
supérieure).  L'équation  aux  trois  périodes  rentre  dans  ce  cas;  le 
nombre  que  nous  désignons  ici  par  a  correspond  au  nombre  que 
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nous  avons  appelé  v  au  n''  22  et  qui  est  défini  par  l'équation 

Soit   /;z  =  4-    L'équation   en  0   est  0-+ i  =  o,  l'équation  en  ^, 

^-  + A  =  o;  posons  A=  a":  —  4^-o^-=>  =  —  a-,  d'où  a»  a..  ^  — — '- — • 

-  4 

On  peut  prendre  pour  aj,  a  des  nombres  pairs  quelconques,  pour 

a,  un  diviseur  du  nombre  entier  — !-— ,  tel  que  y.o,  a,,  a-,  n'aient 

pas  de  diviseur  commun,  z  est  égal  à  ±  a;  a,  zh  a  est  un  nombre 
pair  et  la  fonction  '}(^)  devient 


Le  déterminant  de  'i>(ar)  est  égal  à — ;  comme  dans  le   cas    de 

m  =  G,  ce  déterminant  ne  peut  jamais  devenir  égal  à  riz  i,  puisque 

a  et  par  suite  —  sont  des  nombres  pairs. 

Soit  enfin />i  =  2  ;  considérons  le  cas  où  l'équation  proposée 
Dx-  -\-  E.r  +  F  ^  o  a  ses  coefficients  entiers.  On  peut  satisfaire  à 
la  relation  ayD  +  a,  E  -f-  aoF=  o  d'une  infinité  de  manières,  en 
prenant  pour  les  a  des  nombres  entiers;  il  en  résulte 


Xo   — 


ct^Xi  —  ai 


X,,  X2  étant  les  deux  racines  de  l'équation.  Elles  se  développeront 
en  fractions  continues  terminées  par  les  mêmes  quotients  si  l'on 
peut  satisfaire  à  la  condition  y-j  —  aoa^  =  ±:  i ,  ou  par  l'élimina- 
tion de  a„, 

Daf  -h  ai  aoE  -r-  aï  F  =±  D, 

avec  la  condition    ^  =  entier.  Cette  dernière  équation  est  tou- 

jours  possible  lorsque  D  ou  F  est  égal  à  ±1;  ao.r,  —  a,  est  une 
unité  complexe  lorsque  D  =  ±  i . 

30.  Lorsque  les  racines  d'une  é([ualion  irréductible  sont  reliées 
par  une  équation  linéaire  ax,x-2-h  OXf  -+-  cx-j-i-  d  =  o,  ou  plus 
géuéralemenl  lorsque  les  racines  d'une  équationy'(x)  =  o,  de  degré 
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/?2,  peuvent  se  partager  en  —  groupes  de  [j.  racines,  les  racines  d'un 

groupe  pouvant  être  représentées  par  x^  ^(■2^)-  •  .B!^-~'(x),  x  étant 
l'une  d'elles,  Q  une  fonction  rationnelle  et  linéaire,  Q!^(:r)  étant  iden- 
tiquement égale  à  x,  on  peut,  par  une  transformation  linéaire,  ra- 
mener l'équation  à  la  forme  F(yH-)  =  o,  F  désignant  une  fonction 
entière.  Ainsi,  dans  le  cas  où  la  relation  est 

axxx^^  b{x\^  x-i)  -^  c  =  0, 

on  peut  ramener  l'équation  à  la  forme  F(_y-)  =  o.  Si  a  n'est  pas 
nul,  on  simplifie  les  calculs  en  ramenant  l'équation  à  être  réci- 
proque par  une  substitution  linéaire  et  entière,  ^  =  a^  +  [j;  puis 


il  suffît  de  remplacer  t  par  ■    '^  '  pour  avoir  une  équation  paire. 


y  —  'i 

Soit  l'équation  du  quatrième  degré 

y(^)  =  ^c* -I-  6 g ^- -f-  4  rx  -H  s  =  o. 
On  a,  pour  déterminer  a  et  [i,  les  équations 

[6/'(?)?-/(?)[/"(?)]'-  =  o,  a^  =  ^Ç|-\ 

ou 

Et  l'on  voit  immédiatement  que,  si  les  coefficients  de/(^)  sont  réels, 
il  y  a  deux  valeurs  réelles  et  positives  pour  a-  si  les  trois  racines 
de  l'équation  (p(^i)=z:  o  sont  réelles,  et  une  valeur  réelle  et  posi- 
tive pour  a-  si  '-^(1^)  =  o  a  deux  racines  imaginaires. 


Sur  les  transformations  planes  non   isogonales ; 
par  M.  G. -A.  Laisant. 

(Séance  du  ii)  janvier  1887.) 

D'un  point  X  d'une  figure  plane,  on  déduit  un  point  Y  par  une 
transformation  (juelconque ,  c'est-à-dire  au  moyen  d'une  coji- 
struction  géométri(pie  bien  définie,  (|uclle  cpjo  soit  d'ailleurs  celte 
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conslruclion.  En  général,  la  transformation  ne  sera  pas  isogonale  ; 
cela  n'aura  lieu  que  lorsque  y  pourra  s'exprimer  sous  la  forme 
c5(x),  la  fonction  »  pouvant  d'ailleurs  se  décomposer  en  o,  +  i(S2. 
Mais,  alors  même  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  la  nature  des  con- 
structions indiquées  permet  d'écrire  y  sous  la  forme  analytique 
suivante  : 

(I)  V  =  '^(X,CJX). 

Considérons  un  point  X  quelconque,  et  posons,  pour  la  valeur  x 
correspondante 

,    ^  <:/'j  do 

p  cl  g  sont  alors  deux  quantités  géométriques,  constantes  pour 
un  même  point.  Si  nous  difiérentions  la  relation  (i)  en  donnant 
à  X  deux  accroissements  arbitraires  f/fX,  <:/2X,  il  viendra 

(3  )  di\  =  p  di\  -i-  rj  cj  di  x, 

(4)  do\  =  pd^\-^fj  (^\d.2\- 

La  conjuguée  de  l'équipollence  (4)  est 

(5)  c\d^\  =  c']pc\di^^c\q  d,\. 
De  (.'3)  et  de  (5)  on  tire 

di  Y  cj  d-2  V  —  d.2  V  cj  di  Y  =  (/>  cj/>  —  rj  cjq  )(di\  cj  d-^  x  —  <^2  x  cj  t/i  x), 
c'est-à-dire 

(6)  (  YY,  Ya)  =  ip  cj/.  -  q  cj  ry(XX,  X^), 

en  désignant  par  XX,,  XXo,  YY,,  YY2  les  déplacements  infini- 
ment petits  c/ix,  d-iXf  dt  y,  d-^y,  respectivement. 

Le  rappoi't  des  aires  iiiJiiilnienL  petiies  correspondantes  au- 
tour d''un  même  point  et  du  point  correspondant  est  donc 
constant  pour  le  point  considéré. 

Cette  propriété  est  assez  curieuse,  et  elle  peut  d'ailleurs  s'é- 
tablir par  l'analyse  ordinaire,  sans  le  secours  de  la  méthode  des 
cquipoUenccs.  Elle  conduit  à  plusieurs  remarques. 

Si  nous  considérons  une  courbe  fermée  quelconque  dont  l'in- 
térieur csl  parcouru  par  l'extrémité  de  la  variable  x,  l'extrémité 
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de  Y  parcourra  l'intérieur  d'une  autre  courbe  fermée.  Appelons  d's 
et  dX^  les  aires  élémentaires  autour  de  deux  points  correspon- 
dants X  et  Y,  et  posons  pc\p  — ^  ^  c j  ^  =  k,  quantité  algébrique. 
La  relation  (6)  donnera 

dl  =  k  ch 

et,  par  intégration  portant  sur  toute  l'aire  des  courbes, 

(7)  l=fkch. 

Si  k  exprime,  par  exemple,  le  poids  spécifique  de  l'aire  (sup- 
posée matérialisée)  de  la  courbe  (X)  en  chaque  point,  Z.  expri- 
mera le  poids  total  de  cette  aire. 

Si  k  exprime  une  coordonnée  normale  au  plan  de  la  figure, 
(!^  exprimera  le  volume  du  cylindre  se  projetant  suivant  la  courbe 
(X)  et  ayant  k  pour  hauteur  en  chaque  point. 

Dans  ces  deux  cas,  on  voit  que  l'aire  de  la  courbe  (Y)  exprime, 
soit  le  poids,  soit  le  volume  dont  nous  venons  de  parler.  Le  fait, 
au  premier  abord,  pourrait  sembler  paradoxal,  puisque  la  courbe 
(Y)  ne  dépend  que  du  contour  de  la  courbe  (X),  si  l'on  ne  se 
rappelait  pas  que  le  mode  de  transformation  est  intimement  lié 
à  la  valeur  de  k. 

Cette  expression  des  volumes  par  des  aires  peut  offrir  de  l'in- 
térêt dans  certaines  questions  particulières. 

Dans  la  relation  (3),  supprimons  l'indice,  et  posons  dx  =  dr.t^. 
Nous  aurons 

dx  =  dr{pz^  +  qz-^)  =  drlS-^^  co%^  ^  i  R^I-3,  sinoV 

Soient 

Alors 

(8)  </v  =  c//-(XAcosO-t-XBsinO). 

De  là  plusieurs  conséquences  : 

1°  Si  l'on  décrit  autour  de  X  comme  centre  une  circonfé- 
rence infiniment  petite,  la  transformée  de  cette  circonférence 
sera  une  ellipse  infiniment  petite  de  centre  Y. 

2°  A  plusieurs  circonférences  concentriques  infiniment  pe- 
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tites  autour  de  X  comme  centre  correspondent  plusieurs  el- 
lipses homothétiques  de  centre  Y. 

3°  A  un  système  de  deux  rayons  rectangulaires  dans  la 
circonférence  de  centre  X  correspond  un  système  de  deux  demi- 
diamètres  conjugués  dans  V ellipse  infiniment  petite  corres- 
pondante. 

Par  la  relation  (3)  on  reconnaît  encore  facilement  que  : 

Si  une  ellipse  quelconque  infiniment  petite  est  décrite  autour 
de  X  comme  centre,  elle  a  pour  correspondante  une  ellipse  in- 
finiment petite  de  centre  \. 

Nous  bornons  là  ces  remarques,  en  nous  contentant  d'attirer 
l'attention  du  lecteur  sur  un  fait  :  c'est  que,  malgré  l'arbitraire 
que  présente  la  transformation,  la  transformée  infiniment  petite 
d'une  ellipse  autour  d'un  point  est  une  ellipse,  à  la  condition, 
constamment  sous-entendue,  qu'il  y  ait  continuité.  Il  y  a,  ce 
semble,  une  certaine  analogie  entre  ce  fait  et  la  théorie  de  l'indi- 
catrice dans  la  courbure  des  surfaces. 

Il  y  aurait  lieu  d'étudier  les  analogies  qui  doivent  se  produire 
lorsqu'on  examine  des  transformations  de  ligures  dans  l'espace. 


jYote  sur  quelques  intégrales  pseudo-elliptiques; 
par  M.  E.  Goursat. 

(Séance  du   if)  mars  1S87.) 
1.   Considérons  une  différentielle  de  la  forme 


v/Aa:2-f-Bar-f-C 
OÙ  f{x)  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque  cl 

Ax-  -H  B  JT  -I-  C 
un  trinôme  du  second  degré,  non  carré  jjarfail.  pouvant,  comme 
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cas  particulier,  se  réduire  à  une  expression  linéaire.  Posons 

,    ^  at--\-bt-\-c 

a  t^  -\-  0  t  -^  c         '        ' 

le  numérateur  et  le  dénominateur  de  '^{t)  sont  supposés  premiers 
entre  eux,  et  l'un  au  moins  est  du  second  degré.  Par  cette  substi- 
tution, la  différentielle  (i)  devient 

(3)  .^(0      "^^ 


où 


^    ^      -^  \a  f^-^b't-^  c'J 


a' C- -1- 0' t -^  c' /  {a  t'^-+-  b' t  -i-  c' )'- 
h  =  ab' — ba',         M  =  bc' — cb',         'S  =^  ca' — ac', 

R(t)  =  A(a«2-f-  bt  -f-  c)2-i-  B  (af^-h  bt^  c)(a72-i-  b't  +  c'  )-i-  G  (aV^-i-  b'i-^c'  f. 

Les  deux  racines  t^,  to  de  l'équation 

o(t)  =  l 

vérifient,  quel  que  soit  A,  la  relation  d'involution 

Ltito—  ^(ti-h  ^2)-H  M  =:  o, 

obtenue  en  éliminant  X  entre  les  deux  équations 

afi  (2  —  c  —  X  [a'^i  ^2  —  C]  =  o, 
a(ti  ■^to)-^b  —  >.[«'(  ti  -+-  to)  -\-b']  =0. 

Il  suit  de  là  que  si,  dans  'f{t),  on  fait  la  substitution  linéaire 

(4)  Ltz  —  N{t^^)-\-yi  =  o, 

ou 

Nz  —  M 

on  aura  identiquement 

?(  O  =  ?(-)• 

On  vérifie  en  effet,  sans  aucune  dilficullé,  les  identités  ci-dessous  : 

at-  -T-   bt   -j-  c  =  (N-   —  Lm  ) 
a'^2-i-   b't  ^  c'  =  (N^  —  L.M  ) 


(Lz- 

-N/2     ' 

a'^2-u 

b'z  -+-  c' 

(  Ls 

—  1\  )2          ' 

L^2_ 

2N^  +  M 
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On  aura,  par  conséquent, 

dt  (LM  — N2)f/5 


v/RlM       /(N2_LM)2R(^)        ^\\(z) 


f 


af'-^  bt 


a'  f-  -^  b' 


t  -^  c  /       -^  \a  z!- 


az'^-^b. 


xM 


hz'- 


-^b'z 
-i^z 


I\I 


a'  f^  -{-  b'  t 


f^z  —  M 


Vl.-  — nJ  -^(«'^2-^.6 


a  z-  ~  b'  z  -{-  c' 
bz-^c\  Lz^  —  iL^z  -h  M 


-  =-J(z). 


l' z'^  -^-  b' z  ^  c 

La  différentielle  (3)  jouit  donc  de  la  propriété  suivante  : 
//  existe  une  substitution  linéaire  involutive 

_  N^  — M 

qui  permute  deux  à  deux  les  racines  de  V équation  R  (^)  =  o, 
telle  que  Von  ait  identiquement 

2.  Inversement,  soit  R(^)  un  polynôme  du  quatrième  degré, 
ayant  quatre  racines  distinctes  «,  Z>,  c,  t/,  et  soit 

L/i^2  —  ^X^i  +  ^2)  +  M  =  o 

une  substitution  linéaire  involutive  qui  permute  deux  à  deux  les 
racines  a,  6,  c,  d.  Si  une  fonction  rationnelle  '3'(^)  est  telle  que 
l'on  ait  identiquement 


l'intégrale 


dt 


I 


3^(0 


v/R(0 


est  une  intégrale  pseudo-elliptique.  Désignons  en  effet  par  a  et  ^ 
les  points  doubles  de  l'involution  précédente;  la  relation  entre 
/(  et  ^>  pourra  s'écrire 


/•-  —  oc 


fJ-^/.-p 
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Faisons  le  changement  de  variable, 

t  —  % 

—r"'- 

la  différentielle     ,  se  change  en  une  différentielle  de  la  forme 

v/a(o 

du 


v/Ri(«)' 


où  le  polynôme  R|(«)  n'a  que  des  termes  de  degré  pair;  car  la 
relation  entre  les  valeurs  ^^,,  «o  de  u^  qui  correspondent  aux  va- 
leurs ^,,  ti  de  ^,  est  précisément 

«1  -+-  «2  =  o. 

De  même,  la  fonction  rationnelle  ^(^)  se  change  en  une  certaine 
fonction  rationnelle  F(i^),  et  la  relation 

devient 

F(«,)  +  F(?^2)  =  o, 
c'est-à-dire 

F(«,)-F(-"i)  =  o. 

Il  suit  de  là  que  F(«f)  sera  de  la  forme  mF,(«-),  et  il  suffira  de 
poser 

pour  ramener  la  différentielle 

u'Ç ^{u"-)  du 

v/kTITT) 

à  une  différentielle  de  la  forme  (i).  On  peut  donc  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Soit 

une  sabslilution  de  période  vt  permulaiii  deux  à  deux  les 
quatre  racines  «,  b,  c,  d  de  V équation  R(/)=z  o,  et  ^(t)  une 
fonction  rationnelle  telle  que  Von  ait  identiquement 


r  intégrale 


I- 
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dt 


V/R(0 
est  une  intégrale  pseudo-elliptique . 

Ce  résultat  a  clé  obtenu  d'une  autre  façon  par  M.  Rafiy  (voir 
Bulletin,  t.  XII,  p.  5i);  le  procédé  ci-dessus  donne  en  outre  le 
moyen  d'effectuer  Ja  réduction. 

L'énoncé  précédent  s'applique  encore  lorsque  R(^)  est  du  troi- 
sième degré,  pourvu  qu'on  regarde  une  des  quatre  racines  «,  6, 
c,  f/ comme  infinie. 

3.  Les  quatre  racines  a,  6,  c,  d  étant  quelconques,  il  existe 
trois  substitutions  linéaires  de  période  2,  qui  permutent  deux  à 
deux  ces  trois  racines.  Par  exemple,  la  substitution 

(       (  ab  —  cd)t  ^-(  a  -^  h  )cd — (  c  -^  d)ab 
\    '      [{a-^b)  —  (c-î-d)\t  —  {ab  —  cd) 

permute  les  deux  racines  a  et  b  et  les  deux  racines  c  et  d.  Les 
deux  autres  substitutions  se  déduisent  de  celle-là,  en  prenant  suc- 
cessivement pour  a  et  b  deux  quelconques  des  racines,  et  pour 
c  et  d  les  deux  autres.  Désignons  par  Sj,  So,  S3  ces  trois  substitu- 
tions; avec  la  substitution  identique  t=:  t,  elles  forment  un  groupe 
de  quatre  substitutions,  et  Ton  a  les  relations 

Sj  =02  =03  =1. 
Soient  en  général  S  une  substitution  linéaire 


r    N<  — Ml 


et  F(/)  une  fonction  rationnelle  de  /;  je  désignerai,  pour  abréger, 
par  F  (S)  la  fonction  rationnelle 


F 


N  /  —  .AI 


Lt 


^y 


Etant  donné  un  polynôme  quelconque  du  quatrième  degré  R(^), 
nous  connaissons,  d'après  ce  qui  précède,  tnjis  types  d'intégrales 
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pseudo-elliptiques,  relatives  à  ce  polynôme, 

dt 


f.Hn 


dt 
dt 

7W) 


les  fonctions  rationnelles /(^),  'f  (^),  '}(0  vérifiant  respectiv^ement 
les  relations 

/(S,)-i-/=o.         '^(82)^-0  =  0,         6(S3)  +  tV=o, 

équivalentes  à  celles-ci 

/(S,)H-/(S3)  =  o,         '^(S,)  +  ?(S3)  =  o,        .KS,)4-'!'(S2)  =  o. 

Il  est  clair  qu'en  ajoutant  ces  trois  intégrales,  on  obtient  encore 
une  intégrale  pseudo-elliptique 


p^n 


dt 


s/R{t)' 


S(t)=f(t)^o{t)  +  'b{t); 

les  relations  précédentes,  qui  sont  vérifiées  par  les  fonctions  /, 
'i,  di,  nous  donnent,  pour  la  fonction  ^{t),  la  relation 

(  -3)  ,f  -^  .f  (  Si)  -4-  ^(82)-^-  -f  (83)  =  o. 

Inversement,  soit  -J{t)  une  fonction  rationnelle  satisfaisant  à  la 
condition  (5).  Posons 

•^= i '         '^  = ^^ ' 

on  aura  respectivement 

./'(Sl)-+-/=0,  'i(S2)  +  0=0, 

de  sorlc  que  les  deux  intégrales 


/• .,    ^     dt  r  ,  .      dt 

/,//—=,  0(1)-—= 
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sont  des  intégrales  pseudo-elliptiques.  On  peut  donc  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Soient  S),  So,  S3  les  trois  substitutions  linéaires  de  période  2, 
qui  permutent  deux  à  deux  les  quatre  racines  de  V équation 
R(i)=:o,  et  ${t)  une  fonction  rationnelle  telle  que  l'on  ait 
identiquement 

^  -H  ^'(Si)  -^  .^(82)  +  ^(83)  =  o: 


l'intégrale 


/ 


V/R(0 
est  une  intégrale  pseudo-elliptique . 

Le  théorème  s'applique  encore  lorsque  R(<)  est  du  troisième 
degré,  pourvu  qu'on  regarde  une  des  racines  «,  6,  c,  d  comme 
infinie. 

La  somme 

est  une  fonction  symétrique  des  quantités  a,  b,  c,  d',  on  pourra 
donc  reconnaître  si  elle  est  nulle  sans  connaître  les  racines  du  po- 
lynôme sous  le  radical. 

Exemples.  —  Soit 


l'intégrale 


/ 


m         '" 


V/(I  — /2)(l_A:2f2) 

sera  pseudo-elliptique,  pourvu  que  l'on  ail 

/(0-^-/(-/)+/(^)+/(-^)=o. 
11  en  sera  de  même  de  l'intégrale 


/v/(r 


pourvu  que  \ \>n  ait 

(Fo/V  Hermite,  Journal  de  Liouville,    1880;    1\\ffy,  Ioc.  cit., 
p.  71.) 

4.  L'analyse  qui  précède  nous  fait  connaître  une  relation  entre 
certaines  intégrales  pseudo-elliptiques  et  les  substitutions  linéaires 
qui  permutent  les  racines  de  Téquation  R(^)  =  o.  Si  les  quantités 
rt,  b,  c,  cl  sont  quelconques,  il  n'existe  pas  d'autres  substitutions 
linéaires  que  les  trois  précédentes  permutant  ces  quatre  racines. 
Mais,  pour  certaines  formes  spéciales  de  R(<),  il  existera  d'autres 
substitutions  de  cette  espèce.  Il  est  naturel  de  se  demander  si  l'on 
peut  aussi  rattacher  à  ces  nouvelles  substitutions  des  intégrales 
pseudo-elliptiques.  C'est  en  effet  ce  qui  a  lieu. 

On  peut  faire  sur  ces  substitutions  plusieurs  hypothèses.  Soient 
toujours  «,  b,  c,  d  les  racines  de  R(^)  =  0;  il  peut  se  faire  qu'il 
existe  une  substitution  linéaire  ne  changeant  pas  le  point  a  et 
permutant  les  trois  autres  racines  6,  c,  d  circulairement.  Cette 
substitution  sera  forcément  de  période  3,  et  on  pourra  l'écrire 


V  t  —  a         ^  —  «  "I 

b     :  a 1       on 

\^t  —  «1        t  —  ai  J 


2/Tr 


Soit  maintenant  F(^)  une  fonction  rationnelle  de  t  jouissant 
de  la  propriété  exprimée  par  V éc[uation 

F(S)  =  aF; 
V  intégrale 

dt 


f 


Fit) 


v/H(<, 


pourra  s'exprimer  en  termes  finis  au  moyen  de  symboles  élé- 
mentaires. 

liaisons  d  aljord  la  transformation 


XV. 


—  Ili  — 

la  transformée  de  S  par  celle  substilution  esl 

S'[..;a..]. 

La  différenlielle  -,  se   chaiiire  en    une   difTérenlielle   de   la 

forme 

dz 


v/^(A;:-î-,-B) 


puisque  les  trois  racines  différentes  de  zéro  du  nouveau  polynôme 
sous  le  radical  doivent  se  permuter  circulairement  par  la  substi- 
tution S'.  La  fonction  rationnelle  F(i)  se  change  en  une  fonction 
rationnelle  de  z  vérifiant  la  relation 

F,(a:;)  =  aF,(:;), 
qui  sera,  par  conséquent,  de  la  forme 

et  la  différentielle  précédente  devient 

o(z^)zdz 

Il  suffit  maintenant  de  poser  ^^  =:  x  pour  être  ramené  à  une  diffé- 
rentielle de  la  forme  (i)-,  d'où  résulte  le  théorème  énoncé  plus 
haut. 

On  peut  rattacher  à  ce  cas  de  réduction  une  intégrale  assez' 
célèbre,  étudiée  par  Legendre  et  Clausen,  et  tout  récemment  par 
M.  S.  Çj\xn\\\Q^v  {^Bulletin,  t.  X,  p.  89).  S'il  existe  une  substitution 
linéaire  de  période  3  laissant  fixe  une  des  racines  r/,  h^  c,  d  et 
permutant  les  autres  circulairement,  on  pourra  toujours,  par  une 
substitution  linéaire,  ramener  R(^)  à  la  forme 

R(^)  =  /3_i; 

ce  f|ul  revient  à  supposer  a=^yz^  ^y  =  i ,  c=  a,  r/  =  a-.  Il  existe 
huit  subslitulions  de  période  3,  qui  permutent  trois  de  ces  ra- 
cines et  laissent  fixe  la  quatrième',  ce  sont  les  quatre  suivantes  : 

1'^ '-'''•  [T~.'''-r^^Y    Y>^^:'''TT7.y  [t^^^^'^jt^^Y 


lo 


et  leurs  répélilions.  A  ces  quatre  subslilulions  correspondent  les 
quatre  tjpès  d'intégrales  pseudo-elliptiques 


/-"STfc'  M^Y^ 


dt 


yjt^ 


I 


r  r/  <  — g  Y"!  ^  — g      dt  r  r/  t~%^  y"|  ?  — g^      dt 

les  substitutions  propres  à  réduire  ces  intégrales  sont  respecti- 
vement 

'  ="'       (fT^J="'       iT^T^gj^"'       (7^;r^j="- 

La  première  s'offre  immédiatement.  Quant  à  la  seconde,  un  calcul 
facile  permet  de  vérifier  qu'en  posant 


on  a 

I  dx         _  t  —  I       dt 

ce  qui  donne  en  même  temps  un  résultat  connu  (Realis,  Malhesis, 
t.  II) 

rt  —  1     dt        2  (^  — I? 

/ 7==  =  -  arc  tanfï-!^ —  . 

J        t   -T-'l     y/fZ   _i  i  3  y/^3    _  1 

On  trouve  tout  pareillement 


dt  ■?.  (af  — 1)2 

—  —   — -  arr  tansr 


f  — a           r//  2  (a2«  — 1)2 
=  ;^—  arc  lanc 


g    //3  _  ,        3a2  3  ^,3  _  j  " 

Désignons  |)ar  A,  B,  C  trois  constantes  arbitraires;  l'intégrale 

J    \      t  -T-i  ^  -+-  2  g-  ^  -h  2  a  /  ^/3 , 

s'exprimera  en  termes  Unis  au  tnoven  de  svmboles  élémentaires. 
Cette  int(''gralc  peut  s'écrire 


t-^  -^  8 


lie. 


Â  =  A-^B-^C,        |Ji  =  — 3(A-h- Ba2-t-Ga),        v  =  6(  A  +  Ba  +  Ca^); 

A,  ji.,  V  sont,  comme  A,  B,  C,  des  coefficients  arbitraires.  Par  con- 
séquent les  deux  intégrales 


tdt 


3-r-8)v/^*—  I 

sont  des  intégrales  pseudo-elliptiques;  la  dernière  est  précisément 
l'intégrale  de  Legendre  et  de  Clausen. 

5.  Les  substitutions  linéaires  qui  permutent  les  quatre  quan- 
tités 3c,  I ,  a,  a-  forment  un  groupe  de  douze  substitutions  iso- 
morphe au  groupe  formé  par  les  rotations  qui  font  revenir  sur 
lui-même  un  tétraèdre  régulier  (voir  Klein,  Mat/teniatische 
Annalen,  Bd.  XII).  Ces  substitutions  sont  les  suivantes,  abstrac- 
tion faite  de  la  substitution  identique  : 

bm  b'^]'  [''-^\ 
>-'!.   b'rm  bim-  b^m- 

f-">.     b'-i^\  b'^^  bim 

Les  trois  premières  sont  de  période  2  et  de  mulliplicateur  —  i  ; 
les  quatre  de  la  seconde  ligne  sont  de  période  3  et  de  multipli- 
cateur a'-;  les  quatre  dernières  sont  de  période  3  et  de  multipli- 
cateur a.  Pour  évaluer  le  multiplicateur  d'une  substitution  de 
période  o,  je  la  mets  sous  la  forme  normale 


yt  —  ai      '   /  —  «1  J 


a  étant  celui  des  points  doubles  de  cette  substitution,  qui  fait 
partie  des  «pianiiti-s  x,  i,  y,  a-,  et  j'appelle  a  le  miihiplicntfur 
correspondant. 

Soient  S/  une  des  douze  substitutions  préci-dentes  et  y-,  le  mulli- 
plicateur correspondant.  Prenons  une  fonction  rationnelle  F(/  1 


satisfdisdiil  aux  deux  irlations. 

I  =  12 


(fi: 


lintémalc 


i  =  I 
i  =  12 


2;^l'(S/.  =  o; 


/ 


F(^) 


\ft^ 


est  une  intégrale  pseudo-elliptique. 
Pour  le  dc'iiionlrer,  je  pose 


F(0-F 


/  -^1 


t  -^  n-J. 


a/  — 1 

t  -^  2  a2 
a/  —  I 


4?i(0, 


P(0-P(^)-F(i±^).K(L±^)=4,,0. 


F(0+I-(^^)-f(I^ 


/   —    1 


V.t  —  I 


4?3(0; 


on  en  déduit 


■02(0  =  0, 


V{t)  =  cp(0  +  cp,(/)+  cp,(0  +  03(0. 

Mais  les  fondions  es,,  'o^,  '^3  vérifieul  respectivement  les  relations 

^  -t-  2 
f  —  I , 

/  -4-  -jta 
a2/  — I 

de  sorte  que,  d'après  la  proposition  du  n"  !2,  les  trois  inl(''i;rales 

C   ,  ^     dt  r    ,        dt  r    ,        dt 

'i,{f)-==-,        'M'^-='       'i,(f)-== 
J  ^t^  —  \      .  '  \/t''  —  1      J  \/F-^ 

sont  des  intégrales  pscudo-elliplitpics.  Nous  avons  encore  à  consi- 


(lérer  l'inlégrale 


f^ 


lis  — 


dt 


mais,  en  tenant  compte  des  relations  (6),  on  aura 

^(t)^  oi.'y.t)  -^o{%^t)  =  o, 

"oit)-^  a2  o  (■  a  O  +  a  Ci  r  a2  r»  =  o, 

de  sorte  que  '^{t)  sera  de  la  forme 

et  la  différentielle  considérée  prend  la  forme 

»  . ,  „        dt 

(jue  l'on  ramène  immédiatement  à  la  forme  (i),  en  posant  t^  =  x. 

G.  On  peut  encore  faire  deux  hypothèses  sur  les  substitutions 
linéaires  qui  permutent  les  quatre  racines  «,  6,  c,  cl  :  i°  il  peut  se 
faire  qu'une  substitution,  ayant  pour  points  doubles  deux  de  ces 
racines,  permute  les  deux  autres;  2"  il  peut  arriver  qu'il  existe 
une  substitution  linéaire,  permutant  circulairement  les  quatre  ra- 
cines. Dans  le  premier  cas,  la  différentielle 

df 


pourra  se  ramener,  par  une  substitution  linéaire,  à  la  forme 


dt 


\Jt(t^- 
ct,  dans  le  second  cas,  à  la  forme 

dt 


s/t'-'  —  i 

d'ailleurs  on  passe  de  la  première  à  la  seconde  en  changeant  t  en 
-  •  Il  suffit  donc  de  considérer  la  seconde  forme.  Il  existe  huit 


subslilulions  permutant  les  quatre  rpianlilés  +  i-  — i.  +  \] —  1 


—  119  — 

—  y/ —  I  ;  ce  sont  les  suivantes  : 

[t;  t]      [t;  ù),     [t;  —  t],     [/;  -  jV], 

elles  fornicnt  un  groupe  isomorphe  au  groupe  formé  par  les  rota- 
tions qui  font  revenir  sur  lui-même  un  sjstème  de  deux  diamètres 
rectangulaires  de  la  sphère.  On  peut  faire  correspondre  à  ces  sub- 
stitutions les  types  suivants  d'intégrales  réductibles  : 

mais  il  est  à  remarquer  que  les  substitutions  de  période  4  ne  four- 
nissent pas  d'intégrales  pseudo-elliptiques  nouvelles. 

7.  Etant  donné  un  polynôme  R(^)  de  degré  suj^érieur  au  qua- 
trième, n'ayant  que  des  facteurs  linéaires  simples,  il  n'existe  pas 
en  général  de  substitution  linéaire  permutant  les  racines  de  l'équa- 
tion Rf;)  =  o.  S'il  existe  de  pareilles  substitutions,  on  peut  leur 
faire  correspondre  des  intégrales  ultra-elliptiques  de  la  forme 

qu'il  est  possible  de  ramener,  ])ar  une  substitution  algébrique,  à 
des  intégrales  de  genre  inférieur.  Sans  entrer  ici  dans  tous  les 
détails,  je  rappellerai  les  deux  exemples  suivants,  qui,  du  reste, 
sont  bien  connus.  Si  l'on  a  affaire  à  un  polynôme  du  sixième  degré 
dont  les  racines  sont  eu  involulion,  on  sait  qu'on  peut,  par  une 
substitution  linéaire,  le  ramener  à  la  forme 

R(  «)  =  au'''  -T-  bu^  -f-  eu-  -t-  (/, 

et  les  deux  intégrales  de  première  espèce  et  de  second  genre 

rdu  r   u  du 

se  ramènent  par  la  subslilulion  u-  =  J"  à  des  intégrales  elliptiques. 
C'est  au  fond  le  cas  de  réilucli(jn  trouvé  par  Jacobi  {^Journal  de 
C relie,  t.  8). 


—  1-2(1  — 
Comme  autre  exemple,  prenons 

les  six  quanlilés  o.  dc,  ±  i ,  ±  i  sont  permutées  par  un  groupe  de 
vingt-quatre  substitutions  linéaires,  dérivé  des  deux  substitutions 


[/:// 


^^J= 


ce  groupe  est  isomorphe  au  groupe  formé  par  les  rotations  qui 
font  revenir  sur  lui-même  un  octaèdre  régulier.  Les  substitutions 
de  période  2,  qui  permutent  les  racines  deux  à  deux,  sont  au 
nombre  de  quatre  : 


/; 


I  —  / 

) 

i 

f:  - 

l 

■> 

I  —  ^ 

■~-^\ 


A  chacune   d'elles    correspondent   deux    intégrales    de    première 
espèce,  n'ayant  que  deux  périodes  distinctes. 


r(j±i±yfi)dt  Ç 

J      \/t{t'^  —  l)    '    J 


dt 


D'après  un  théorème  dû  à  M.  Poincaré.  on   en  conclut  qu'il  y 

de  la  forn 

('j.t-\-'^)dt 


aura  une  infinité  d'intégrales  de  la  lornu 


n'ayant  tpie  deux  périodes  distinctes 


Théorimes  sur  les  délernniKiiits ;   [);ir  M.    V.-ll.   A\<;li^. 
(Séance  tlu  .'.  mars  1^87.) 

Dans  un  Mémoire  intitulé  :  Sur  le  coefficient  du  terme  gé- 
néral dans  certains  développements,  publié  dans  le  Journal  de 
Mathématiques,  t.  II.  fascicule  II,  i885,  figurent  divers  résultats 
obtenus   en    partant  d'un    llu'oiènie    fondamental.    L'objet   de   ce 


1^21 


Mémoire  est  de  généraliser  ce  lliéorème ,  en  exprimant  les  ré- 
sultats sous  forme  de  déterminants. 

Le  théorème  en  question  établit  la  formule 

<5f"(6  —  c)-h  b"-{c  —  «  )-t-  C«(rt  —  b)=  khn-2, 

où  A"  représente  a-{b  —  cV-h  6-(c  —  a)-\-c-{a — b)  et  Jin  la 
somme  (_y  compris  les  puissances)  des  produits  homogènes  de 
degré  n  des  lettres  «,  b^  c. 

1 .  Avant  de  procéder  à  la  recherche  proposée,  il  est  nécessaire 
de  démontrer  le  lemme  suivant,  auquel  on  aura  fréquemment  re- 
cours : 

Si  Jiu  représente  la  somme  {y  compris  les  puissances)  des 
produits  homogènes,  de  degré  «,  des  lettres  «,  ^,  c,  ...,  /,  h',^  re- 
présentant la  somme  analogue  des  produits  homogènes,  de 
degré  n,  de  b,  c,  d,  .  .  . ,  l,  on  a 

La  démonstration  très  simple  peut  être  présentée  ainsi. 
Nous  avons 

h„  =  ««  -H  «'*-'  h\  -\-  a"--  h',  —  .  . .  -^  a^  h',i_ .,  -i-  ah'„_ ,  ^-  h',i 

=  a  [rt'î-i  -I-  ««-2  /t'i  -+.  a"-^  A',  H-  ...  -f-  a/4-2  ^  Ki-  i  I  -^  K, 
=  ah,i-i  "T~  "«? 


c'est-à-dire 

(A) 


k'„  =  //, —  ah, 


1.  lulroduisant  dans  le  llK'oièiiic  lotulamoiilal  i;ippt'lc  plus  haut 
hi  notali(m  des  dctermiruuils,  nous  avons 


I     a 

rt« 

1     a 

a- 

1     b 

b'^ 

= 

1     b 

b-^ 

1      c 

(.IL 

1      c 

c» 

ll,l-i, 


ce  qui  peut  s'écrire  plus  siinplcnieul 

I    f,o      l,\      c"    i   =1    rt"      l>^      (•••i    I  hn    2, 

OU,   rn    ol)Scrvaul    (ju<'    |c/",/y'.r-|  est  ("^■,\\  au    produit   do   dillé- 


—  l±2  — 
rcnces  de  a,  ù,  c,  deux  à  deux, 
(i)  I  «»     b^     c«   1  =  [  a     ù     c  ]  hn-i. 

La  valeur  de 

I  «0     bi>     Cl  I 

peut  être  aisément  déduite   des  résultats  (A)  et  (i);   on  trouve 
ainsi 

I   «0      Iji,      f.r/    I  ^  i^    „       fj      c    ](hp^ih,,-2-  h,,-2h,,-i}, 

ce  qu'on  peut  ('crire  sous  la  forme 

p  —  i     p—i 


q~\      q-i 


la»     hP     c'i  \  =  \  a     b     c  ] 

ou,  d'une  façon  plus  concise, 

(a)  I  ao     hP     c7   I  =  [  a     b     c  ]  |  /<  —  i      7  —  1  \. 

Pour  plus  de  simplicité,  toutes  les  cpiantités,  telles  que  }i,ii  sont 
représentées  par  l'indice  n. 

3.  On  obtient  des  résultats  analogues  dans  le  cas  de  quatre  et 
cinq  lettres;  mais,  pour  plus  de  clarté  et  afin  de  mettre  en  lu- 
mière le  principe  sur  lequel  repose  la  démonstration  des  résultats 
dans  le  cas  général,  nous  ferons  d'abord  l'application  au  cas  de 
(juatre  lettres. 

Nous  avons 

1  -4-  hix -V-  /i2a;2-i-  . . .  +  hnX'^-^  .... 


(i  —  ax  ){i  —  bx){\  —  cx){i  —  dx) 

OÙ  h,i  représente  la  somme  des  produits  homogènes  de  degré  n  de 
a.  b,  c,  d. 


Mais  on  voit  facilement  <|uc 


B 


C. 


D 


{\  —  ax){i  —  bx)<^\  —  cx){\  —  dx)        i  —  ax       i  —  bx       i  —  cx       1  —  dx 
où 


A  = 


(a  —  b)(a  —  c)(  a  —  d)' 


D  = 


d^ 


id  —  (()(d  —  b\(d—  C) 


et  amsi 


(  a     -  b  )(a  —  f  )(  a  —  d) 


(i  —  ax)-^  -f-  .  . .  —  H-  Ai-^+  . .  .  -i^  fin-^" 


—  h2;{  — 

Le  dénominateur  commun  du  premier  membre  de  celle  équa- 
lion  est  le  produit  des  difFérences,  deux  à  deux,  de  «,  6,  c,  d,  que 
nous  pouvons  représenter  par  [a  b  c  <r/]  ;  en  réduisant,  nous 
avons 

a^{b     c     d\{i  —  ax)-^  —  b-^{a     c     d]i\  —  bx)-^ 

-^c^[a     b     d]ii  —  cx)'^  —  d^{a     b     c]{i  —  cx)-^ 
=  [a     b     c     d](i  -{-  hiX  -h  h-2'^'^  -i-  •  ■  ■  +  ^n x"  -^  .  . .). 

Développant  et  égalant  les  termes  constants  dans  les  deux 
membi'es, 

I  a»     6'     c2     d^  \=[a     b     c     d]. 

De  même,  égalant  les  coefficients  des  termes  de  même  degré, 
nous  avons  une  série  de  résultats  analogues  dont  la  forme  géné- 
rale est 

a"[b     c     d]  — .  .  .  —  d"[a     b     c'I  —  la     b     c     d]h,t-3, 

c'est-à-dire 

(3)  I  a"     ^>i     c2     J«  I  =  [a     6     c     d]h,i-3. 

Pour  trouver  la  valeur  de 

I  ao     b^     cl     d>-  I  , 

remarquons  que  l'on  a 

I  rt»     il     c'/     d''  \  =  a'-\  60     c>     d'i  I  — ..,  — ^'I  «0     b^     cl  \ 

OU 

I  rt"     b'     Cl     d>-\=::a'\b    c    d\li,j^—...  —  d'[a     b     c]//,/_o, 

en  parlant  du  résultat  (i). 

Dans  cette  égalité,  h'  se  raj)porle  aux  lettres  6,  c,  d,  dans  le 
[)remier  terme,  et  aux  lettres  «,  b^  c,  dans  le  dernier. 

Partant  de  la  formule  (A),  pour  passer  de  h'  à  h  et  arrangeant 
les  termes,  nous  avons 

\a'-     [b     c     d\  —  .  .  .  -  d'-     \a     b     cjjA^_2 
-  I  «'•+'  [b     c     r/ J  —  .  .  .  —  (Z'  +  i  (  a     b     c  \  \  h,j-3 

^1  rt"     i'     c'-     d'    \li,,^2—     «"     ^'     t-2     (/'•"  \h,,-3 
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ou,  d'après  (3), 

=  [a     b     c     d](  /i,f— 2/1,-3—  fit/sfir-i^ 
=  [a     ù     c     d] 


7—2     q  —  3 
r  —  2     r  —  3 


et  ainsi 

(4) 


I  «0     6'     cf     d''  \  =  [a     b     c     d]\  q  —  1     /•  —  3   |. 
De  même,  nous  trouvons  la  valeur  de 
I  «0     bi'     c'/     d'-  |. 
En  développant,  comme  plus  haut,  nous  avons 

I  «0     bP     cl     d''  I  =  rt''  I   b^     ci>     d'i  I  —  .  .  . 

\   p  —  I       p  —  -2    ]' 

I  7  —  I     7  —  2  I 
grâce  à  la  formule  (2). 

L'indice  '  du  déterminant  se  rapporte  aux  lettres  h^  c,  d. 

Revenant  de  Ii'  à  h,  parla  relation  (1),  et  réduisant  par  un  lliéo- 
rème  connu  de  la  théorie  des  déterminants,  nous  avons 


«'■[6     c     d] 


p  —  \  P  —  -X 
q  —  \  7  —  2 
—  2 


—  0 

p  — 

I     />  —  3 

<?- 

I      q  —  3 

a'' 


p  —  1     /)  — 3  '  / 
q  —  2     q  —  "i      \ 


\     q  —  '}.\\a>-[b     c     d\  —  ...\  —  \p  —  i     7  —  3  |  J  a'-+' [6     c     (/|— ...| 
-T-  I  />  —  2     q  —  3   I  î  «''-^-  [b     c     d]  —  .  . .  { 


i     7 


2 


a»     61     c2     d'-  \  —  \p  —  \     7 —  3  II  «0     6»     c2     d'-+i 
-+-  I  />  —  2     7  —  3  I  rt»     6'     c-     (r/''+2  I 
=  [rt     b     c     d\\  p  —  I      q  —  2   I  hr-z  —  [«     b     c     d]\  p  —  i      q  —  3   \  A,— 2 

—  [a     b     c     d]\  p  —  2     q  —  3|  h,—i 
/)  —  1     j)  —  2     p  —  3   1 
1/  —  }     '7  —  2     7  —  3    , 
/•  —  I      /•  —  :>.     r  —  3   I 
rt»     bP     C/     d''  \  =  \(i     b     c     d\\  p  —  i      q  —  2 


=  \a     b     c     d\ 


(5) 


3  |. 


D'une  manière   analogue,  en  appliquant  les  formules  (.V),   (4) 

et  (5),  on  déduit  les  résultats  correspondant  au  cas  de  cinq  lettres 
a,  b,  c,  d^  <?,  et  l'on  voit  que 

(6)       I  rt«     b^     c'-     d^     e'-  \  =  \a     b     c     d     e\h„-^. 

(7  )       I  nr"     é'     c2     d'-     e'  \  =  [a     h     c     d     <']  |  /•  —  3  5  —  4  J , 

(  8  )       I  «"     ft'     et    d''     e'^  \  —  [a     b     c     d    ("]{  q  —  2  /•  —  3     .s  —  4  |  • 

(9)       I   «"     bP     cl    d''     c^  \  =  [n     b     c     d     »"  1  |  /   —  i  q  —  2     /■  —  3     5  —  4 


^1 


—    h2N  — 


OÙ  [a  b  c  d  e\  représente  |  «"  b^  c-  d"^  e'  |,  ou  le  produit  des 
différences,  deux  à  deux,  de  «,  6,  c,  f/,  c,  et  où,  dans  les  déter- 
minants des  seconds  membres,  les  diagonales  seulement  sont 
écrites,  c'est-à-dire  que  \p —  i ,  q  —  2,  r  —  3,5  —  41  représente 


p  —  x 

p-i    /J  — 3 

P-  i 

q—x 

q—-x     q  —  i 

?-4 

r  —  I 

r  —  2     /'  —  3 

r  —  î 

s  —  I 

s  —  1     s  —  i 

5—4 

4.  Dans  la  recherche  précédente,  nous  observons  que,  pour 
obtenir  les  résultats  dans  le  cas  de  cinq  lettres,  nous  avons  utilisé 
ceux  obtenus  pour  quatre  lettres.  Aussi,  pour  établir  les  formules 
correspondant  au  cas  d'un  nombre  m  quelconque  de  lettres,  «,  b^ 
c,  ...,/,  nous  appliquons  le  principe  d'induction  mathématique, 
en  supposant  les  résultats  établis  pour  m  —  i. 

Nous  avons 

I  -r-/ji  j7  -H  /<2^--^...-i-/«/i^"-f-..., 


(1  —  ax){i  —  bx  )(i  —  cx), 


Ix) 


OÙ  h,i  représente  la  somme  des  produits  homogènes  de  degré  n  de 
«,  b,  c,  .  .  . ,  /.  Mais  nous  avons  aussi 


(I  —  ax){\  —  bx){i  —  ex)  ...{i  —  Ix ) 


—  bx        I  —  ex  '  '  '         I  —  /./ 


A  = 

am-i 

(a 

—  b)(  a~  c). 

.(a  —  l)' 

I,  = 

Im^X 

(l  --a)(I  —b)...{I  —  k)' 


d'où  nous  liions 


{a  —  b)(a  —  c) .  .  .{a —  /) 


(I  —  axy 


li,x  -T-  hiX- 


+  hnr"-^ 


Le  dénominateur  commun  du  premier  membre  de  celte  écpia- 
lion  se  compose  des  produits  des  difTérences,    deux  à  deux,  de  (t. 


—  H(i  — 
^,  c,  .  .  . ,  /  ou  [rt  h  c  d  .  .  .  /]  ;  d'où,  en  réduisanl, 

(B)     ]       H- (_, )/«-!//«-! [a     6     c     ...     A-](i  — /jr)-» 

(  =[a     b     c     d     ...      /\{i^  hix  —  liiT^-h  .  .  .  — hn-r"-h  ...). 

Si  les  formules  sont  vraies  pour  (m  —  i),  on  a 

i\b<>     c'     d'-      ...      /'«-2  I 
^    ^         (       =[b     c    d     ...     l], 

Mi"     c<     f/2      ...      /.'"-a     /->  I 

(  =[6      c      f^       ...        /JA',-m4-2> 


(3') 
(40 


I  60     cl  <:/2     ...     A'"-*  k-r     b  I 

=  [  6  c     6?     ...      /]  r  —  /;?  ^-  3     ;-  —  /?j  -!-  2  [, 

I  6»     c'  f/2     ...     g"^-'^  h"     k-^     h  I 

=  [  6  c     (^^     ...      /  ]  "  —  /?î  -i-  4     J"  —  /«  -^  3    y  —  /?i  -i-  2  ! , 


(  I  6»    c/'    rf-/    c'-    ...     ly  I 
(m— l'j  ' 

(        ={b     c     d     ...      l\\p  —  [     q  —  2     -r  —  3      ...     y  —  /?i-f-2|.... 

Déduisons  de  ces  m  —  i  lormides  les  résultats  correspondants 
pour  m  lettres. 

Développant  le  premier  membre  de  (Bj  et  égalant  les  termes 
constants,  puis  les  coefficients  des  termes  de  même  degré,  nous 
avons 

(i)  I  rt«     6'     c2     ...     /'«-i   ,  =  [a     b     c     ...     /], 

puis  une  série  d'autres  écpiatious  dont  la  l'orme  générale  est 

I  «0     6'     c2      ...      A"»--     /;   i  =  [a     b     c     ...      /]/<;_,„+,. 

Pour  avoir  la  valeur  correspondante  du  terme 

I  «0    6'     c2     ...     A'«-3    ky    l~  I, 

développons,   par  rapport   aux  éléments  de  la  dernière  colonne, 
nous  avons 

I  rt"     6'     c2    ...    A'«-3     Âr     Iz  \  =  a~\  6»     c»     r/^    ...    k'»-^     b   ;'  —  ... 

=  a:[6     c     f/     ...      /JA;_,„^.,— .... 


(I)' 


—  1-27  — 
Revenant  de  h'  à  h.  par  la  formule  (A),  el  ordonnant, 

\a-[b     c     d     ...     /]— ..  .\/iy^„,+i 
—  ]a=+i[b     c     d     ...      l]  —  ...\hy_,„+i 


=   I    «0        61        C2         ...         /.'"-2        /3  I  /i^._„,^, 
/7O      /il       ^2  h'ii-'î      /;.^-l     [7, 

j-  —  ;n  +  9.    J'  —  m  -+-  \    \ 
z  —  m  ■+■  2     z  —  7»  H-  I    1 

/,/;/-3       /,-v       Iz    I 

/  ]  j  J'  —  m  ^  1.     z  —  m  -r- 


(   =[« 

6     c     ... 

(2) 

1  =[« 

^>     c     ... 

donc 

(3) 

l  1  ao 

61        C2 

[a     6     f 

-2) 


Ensuite,  pour  trouver  la  valeur  de 

I  a"     61     c2      ...     /^--'''-i     A-*-     A-J     Z-  I, 

développons,  comme  auparavant  : 

/  I  a»     61     c2     ...     ^'«-^     A-^     Ar     /^  | 
(3')    )        =a~16o      fi      c/2      .,.      /,m-i      /,-.r      /v|_.,, 
(       z=  a~\b     c     d     ...     f]iT  —  m  -\-  3    y  —  m  -\- 


Revenant  de  /*' à  li  et  réduisant,  à  l'aide  d'un  théorème  connu 
de  la  théorie  des  déterminants,  nous  obtenons 

a~{b     c     d     ...     / ]  j  I  j-  —  7/i  -!-  3    y  —  «i  -r-  2  | 

—  a  \  X  —  //î  -7-  3    y  —  /«  -4-  I  I 

-f-  «2  I    X  77Î  -r  2     y  —  m  -\-  \    I     —  .... 

Faisant  le  même  changement  dans  les  autres  termes  des  diffé- 
rents groupes,  de  façon  que  tous  les  termes  du  dernier  soient  ex- 
primés en  termes  en  h,  nous  avons,  en  appliquant  (i), 

\X «7+3      y /H  +  2    I    i     rt"       61        C2        ...        /,'«-2        /;    I 

—  1    ^  —  777  -r-  3      J)-—  771-}-   I     i   I    «0       6l       C^        ...        /.'«-Z       Z^+l    | 

-i- 1  a-  — 771-T-2    J-— /77-H  I   I  I  ao     61     c2     ...     A"«-2     /=+2  1^ 
qui,  par  la  formule  (2),  est  égal  à 

'    X 777  4-  3  X 777  -?-  2  X 777  -f-  I 

y  —  77?  -\-  '\     y  —  777  -+-  ■>.    y  —  777  -1-  r 

c  m   -:-   3   ■:  77?  —  2   c  —  777  -I-  I 


lâs 


(5) 


J'où 

{  \  a'>     6'     c2      ...      .?-'"-*     h^     /.•>      /:  I 
//'il' 

I       =  [  rt     b     c     ...     /  J  1  a^  —  m  -4-  3    j'  —  m  -^  i    z  —  m  -\-i  \; 
dune  façon  analogue,  on  arrive  à 

«0     6'     c2     ...    /"'-â    ^«     /,.r    A-.>     /:  I 
=  [a     6     c    ...    /],   î/  —  m-h^     X  —  in-T-Z    y  —  in-^n     z  —  m-v-i  [; 

Enfin,  lorsqu'il  y  a  (/;/  —  i)  indices  généraux  p,  q^  .  .  .^  ^O'i  ^î 
on  a,  en  développant  comme  plus  haut, 

la"     bP     cl     ...      Ii^     ky     l~  I 

—  a-\   6»     cl'     di     ...      le""     ly  ',—... 

—  a~{b     c     ...     l\  .  p  —  I     q  —  i-     f  —  3     ...     y  —  m  -\-  i  \'  —  .... 

Revenant  ensuite  de  //  à  Ji  et  réduisant,  on  peut  voir  que 

- 1     q  —  2     /•  —  3     ...    y  —  «i  -H  2  i' 
j)  —  I     q  —  2     /■  —  3     ...    y  —  ni  -^  %  \ 

—  a   \  p  —  I     <7  —  2     ...     X  —  «1  —  3    y  —  m  -^  i  \ 

■^  a^\  p  —  r     q  —  i     ...     u  —  m  -^  \     x  —  /«  h-  2    y  —  m-f- 1  | 

—  a^\  p  —  I     q  —  2     ...      t  —  /?j  -H  5     u  —  m  -^  3     x  —  «i  -t-  2    y  —  ni  -h  i  \ 


-+-  (—  I )"'-2  a'«-2  I  jD  —  2     q  —  3     /•  —  4      •  .  •     y  —  ni-hi\. 

11  existe  des  expressions  semblables,  pour  les  autres  termes  des 
groupes  ci-dessus,  mais  avec  b,  c,  d,  .  .  . ,  /remplaçant  successi- 
vement a;  d'où,  par  l'application  de  (i)',  nous  aurons 
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P  —  I  cj  —  2     /•  —  S    •  •  •   y  —  m  -^  ■>.  \ 

p  —  I  q  —  2     ...     X  —  /H  -h  3    y  —  ni 

p  —  I  ...      u  —  /»  +  4     •'■  —  /»  -r-  3    y  —  m  -\-  i  \ 

«0       6'        C-!        ...        A'«-2       /  =  +  2    I 

p  —  I  ...      /  —  /?i  -i-  5     U  —  m  -k-  '\     X  —  /n  -^  3    j 

«0        6'        C2         ...        /."'     2        /-+3    I 


b'       C2      ...      A'"    2       Iz    I 
I    I  I    «»      6'      c2       ...       km-t      Iz+l  I 


_^      (_,y«-2  I  y,  _2     ^  —  3     ...    y  —  /« -H  I   I  ;  a"     />'     c-     ...     A-'"-2     /;4-/«-2  | 
qui,  par  l'applicalicm  de  (■?),  est  égal  à 

p  —  I     p  —  2    p  —  3     ...     p  —  /;?  -f-  I 


I  n      h      C 


/] 


q  —  \       ry  —  2      q  —  j 
r  —  I      /•  —  2     /■  —  3 


q  —  //i  H-  I 
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donc 

i  I  rt«*     bP     Cl     cl<-      ...      /-  I 
iin) 

(       =  [  rt     i>     c      ...      i]     p  —  f      f/  —  i     '■  —  3      ... 

qui  établit  la  proposition  dans  le  cas  le  plus  général. 


S/ir  un  point  de  la  (h'^orie  des  surfaces;  par  M.  Dem autres. 
(Séance  du  i6  mars  1887.) 

1.  Dans  une  Communication  précédente  (19  janvier  i88y),  j'ai 
défini  la  flexion  d  une  ligne  tracée  sur  une  surface  relativement 
à  un  plan  donné.  Je  me  propose  d'établir  ici  diverses  expressions 
de  cet  élément,  qui,  pour  un  choix  particulier  du  plan  de  réfé- 
rence, se  réduit,  comme  on  le  verra,  à  la  torsion  géodésique,  in- 
troduite, par  M.  Bertrand,  dans  la  théorie  générale  des  surfaces. 

Soient 

MM'  un  élément  de  courbe  tracée  sur  la  surface; 

Q,  Q'  les  plans  tangents  correspondants; 

0,  f)  -\~  dH  les  angles  qu'ils  font  avec  le  plan  de  référence  fixe  P; 

dY  l'angle  des  deux  plans  Q  et  Q'; 

d'o  l'angle  que  font  les  traces  des  deux  plans  tangents  sur  le  plan  P; 

/i.  Il -\- dli  les  distances  de  M  et  de  M'  au  plan  P. 

La  flexion  de  MM',  par  raj)port  à  P,  est,  par  définition, 

.      dli      i 

Or,  si  nous  appelons  D  la  trace  sur  (^  d'un  plan  jiarallèlc  à  P  et 
mené  par  M,  on  a  d'abord  * 

(2)  <:/A  =  MM' sitiEsinO, 

£  étant  l'angle  que  f)  fait  avec  la  direction  D'  de  la  tangente  MM'; 
d'autre  part,  si  £,  est  l'angle  que  fait  avec  D  la  tangente  conju- 
guée de  D',  les  trois  plans  P,  Q,  Q'  formcnl  un  trièdre  dans  Iccjuel 

les  deux  faces  r/i,  s,  sont  opposées  aux  dièdres  Q,  Q',  0  ■^-  dh;  on 

XV.  9 


aura  donc 

(3; 
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d'^         s 

QQ' 


sinfi 


Si  Ton  porte  les  valeurs  (2)  et  (3)  dans  l'expression  (i),  on  oh- 
lienl  la  première  expression  de  la  flexion 


(4^ 


f 


MM'    sins 


y^   siiiît 
QQ' 


La  [)reniière  conséquence  à  en  tirer  est  la  suivante  : 

La  Jlexion  d'un  élément  MM'  n'est  pas  altérée  lorsque  le 
plan  de  référence  tourne  d'un  angle  quelconque  autour  de  sa 
trace  sur  le  plan  tan  tient  en  M. 

J'appellerai  alors  jlexion  d' une  direction  D',  par  rapport  à  une 
direction  D,  celle  d'un  élément  de  courbe  pris  sur  O'  par  rapport 
à  n'importe  quel  plan  parallèle  à  D,  et  je  le  désignerai,  pour  abré- 
ger, par  le  symbole  (00'). 

1  ^I^I'  1  1       1       r  •  1  • 

Le   rapport  — —  est   susceptible   de    diverses   expressions   bien 

QQ' 
connues.  M.  Bertrand  a  donné  la  suivante  : 


MM'        V    R? 


COS^Ci 


où  'i  est  l'inclinaison  de  MM'  sur  la  direction  principale  de  cour- 
bure TT--  Substituons  cette  valeur  dans  la  formule  { \)  et  désignons 

«M 

par  w  rinclinaison  de  D  sur  la  même  direction  principale,  nous 


aurons 


±  sin  (o)  —  o) 


in(--.,)ç/ï{. 


cos 


2^ 


tan^.  =  --^ 


Lliminons  '^.  il  xicnl 


{ i  » 


/■ 


.«in(  OJ  —  ^) 


COSOJ  co?c, 


sni  (0  sin  o 


R5 


aJD'), 


i 
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le  signe  ayant  été  déterminé  de  telle  sorte  que  ci:,  soit  positif 
lorsque  la  rotation  s'efTecliie  de  la  première  direetion  principale 
vers  la  seconde. 

On  a  d'autre  part,  d'après  une  formule  due  à  M,  Bonnet,  en 

appelant  jr-,  la  courbure  normale  de  ^IM', 


MM'       „,   .    ^ 

QQ' 
d'où  celte  autre  expression 

(6)  m.D')=^'^'"^^'"'^'-^'. 

SUIE, 

On  peut  eufin  obtenir  une  expression  où  figurent  les  courbures 
normales  -r,  -^.  relatives  aux  dislances  D  et  D'.  Si  Ton  développe 
l'équation    (5)   et   qu'on  y   remplace  costo,  sinw,  cos'i,  sinci  par 

les  quantités  proportionnelles  t /tt t- ?  1  / ^~  ■,  i  /  — !- , 

i/ jT-,  —  7^>  on  obtient,  après  une  l'éduction  très  simple, 


(1)  (r>D')  = 


I       I 


U'  y  \\\       II, .)  (  1^2       Wj'^  W  Y    (  IV       R,  /  (  I^  ~  R'  ) 


2.  Les  expressions  (4),  (5),  (6),  (^)  sont  également  propres  à 
mettre  en  évidence  un  certain  nombre  de  propositions  immédiates. 
Nous  les  déduirons  de  la  formule  (5). 

On  voit  d'abord  que,  si  l'on  échange  lo  et  cp,  l'expression  trouvée 
change  seulement  de  signe,  en  d'autres  termes  (DD')  +  (D'D)  =  o. 
Donc  : 

Thkouhmf-  I.  —  La  flexion  de  Yï  par  rapport  à  D  est  é^ale 
et  de  si^/ie  contraire  à  celle  de  I)  par  rapport  à  D'. 

Il  suit  de  là  ([ue  toute  pro|iri(''té  des  llexions  entraîne  une  pro- 
priété corrélative. 

Si  l'on  fait  '^  =  o,  on  obtient  /'=M,  langco;  de  même,  jiour 
(,)::=o,  /"=  —  R,  tangcp;  de  là  un  double  lliénrèuic  (pie  je  me  dis- 
penserai d'énoncer. 


l8) 


L'équalioii  (^>),  sous  la  (brinc 


R, 


lanjîoj  tan"':)  -r-  lanc 


lani^oj 


é-"' 


donne  lieu  au  ihéorènie  suivani 


Thkoiîèaie  II.  —  yi  cJiaque  direction  (D)  en  correspond  une 
ctutreD'  bien  déterminée,  telle  que  (DD')  ait  une  valeur  donnée/; 
cette  Jlexion  restant  constante,  les  droites  D  et  D'  engendrent 
deux  faisceaux  Iiomofiraphicjues  avant  pour  rayons  doubles 
les  asymptotes  de  t' indicatrice  au  point  M. 

Si  Ion  désigne  par  /",  ^  les  flexions  de  D'  par  rapport  à  deux 
direclions  D,  D,  perpendieulaires  entre  elles,  on  obtient  immé- 
diatement la  relation 

ffi  -!-  (/ -h/i  )  (  H]  —  l>o  )  sin  co  cos  to  +  Ri  R,  =  o. 

De  même,  l'équation 

.//i  +  (./■^/i)(R2  -  n,  )  sinci  coso  +  R,  R,  =  o 


15  par  rapport  à  une 


aura   lieu  entre  les  deux  direclions   '^,  - 
même  direction  D. 

Supposons  tangco  tang'i  =  ^  i  :  Téquation  (8)  devient 


f_ 
Ri 

/  = 


=  —  cot  o  —  tan' 


sin  o  cos'^ 


H, 


sin  Ci  coso  ; 


on  reconnaît  l'expression  de  la  torsion  géodésiqne  de  la  direction 
MM'  ;  donc  : 

Théorème  III.  —  Lorscjue  deux  directions  sont  rectangu- 
laires, la  Jlexion  de  l'une  par  rapport  à  l'autre  a  pour  valeur 
absolue  la  torsion  géodésique  correspondante . 

Notre  égalité  générale  (DD')  =  —  (D'D)  se  réduit  ici  à  la  pro- 
position de  M.  Bertrand  sur  les  torsions  géodésiques  de  deux 
éléments  rectangulaires;  on  peut  la  considérer  comme  une  généra- 
lisation de  la  proposition  en  question. 

Revenons  à  la  Ibrniide  (5);  donnons  à  '-2  deux  valeurs  '-2,  'c^  cor- 


—  i;j;{  — 

respondant  à  deux   diamètres   conjugués,  c'esl-à-dire  lu's  par  la 
relation 

tang'i  tang:'fi  =  —  |^  • 

On  aura,  en  désignant  par/,/,  les  flexions  correspondantes,  la 
relation  suivante,  indépendante  de  m, 

fj\  +  RH,  =  o. 

On  trouve  ainsi,  par  une  voie  géométrique,  Fégalité  qui  a  fait 
l'objet  de  la  Note  cit'c  plus  haut;  mais  on  peut  maintenant 
l'énoncer  de  deux  manières,  (pii  correspondent  à  des  théorèmes 
parfaitement  distincts,  et  dont  chacun  donne  une  expression  très 
générale  de  la  courbure  totale,  savoir  : 

TuF.ouiiME  IV.  —  La  courbure  totale  est  éf!:ale  et  de  signe 
contraire  au  produit  des  flexions  de  deux  déplacements  conju- 
gués, le  plan  de  référence  étant  le  même  et  d'ailleurs  quel- 
conque. 

Théorème- V.  —  La  courbure  totale  est  égale  et  de  signe 
contraire  au  produit  des  flexions  d'un  même  déplacement  par 
rapport  à  deux  plans  cjuelconques  coupant-  le  plan  tangent 
suivant  deux  diamètres  conjugués  de  l' indicidrice. 


Sur  une  source  d' identités  :  [jar  M.   Mmiuck  d  Oc  vgjnf,. 
(Si'aiicc  fin  i<i  iitai-i  l'^'^T-) 

l.  Nous  avons  rencontré  et  uldisé  la  loruiule  dont  d  va  être 
question  ici,  dans  un  Mémoire  étendu  Sur  une  classe  de  nombres 
remarquables,  qui  va  paraître  prochainement  dans  un  autre  Re- 
cueil (').  Les  nombres  cpie  nous  avons  étudiés  dans  ce  .Mémoire, 
et  dont  le  rôle  est  im|jorlant  en  Vnalvse»  jouissent,  entre  autres,  de 
certaines  propriétés  qui  (h'rivrul  de  1  idcnliti"  générale  doiil  nous 
allons  parler.  Nous  renverrons  ilouc  à  ce  Mémi»irc.  |K)ur  celle  ap- 

('  )   American  Journal  nf  Maf/ieniafics. 
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plicalion  j)arliciihcre.  Parmi  les  exemples  que  nous  donnerons  ici, 
quelques-uns  se  Irouvenl  cités  dans  ce  Mémoire;  les  autres,  plus 
nombreux,  et  notamment  l'application  lrii;ononiélrique  et  l'appli- 
cation à  la  série  de  Fibonacci,  sont  nouveaux. 

2.  Identité  générale.  —  Représentant  par/(/i)  une  fonction 
quelconque  de  l'entier  /?,  posons 

fi(n)=       /(.D-       /(2)+...^       /(//). 


Ai  «  )  =  /^-i  (  U  +//.  -1  (  2  )-+-..  .  -^/a-1  (n). 

Il  est  bien  facile  de  calculer  /'/;(/?)  en  fonction  de/(i). /(?.),  ..., 
fin).  On  a,  en  efTel, 


f.{n)  =  »/(i)-^(/j— i\/"(2)-l-...-i-/(n), 
/3(«)=   ^^/C)-^ /(2)--. 


/■(/O- 


Dès  maintenant,  la  loi  des  coefficients  est  évidente.  On  vérifie 
d'ailleurs  que,  si  elle  est  vraie  pour  l'indice  /.,  elle  l'est  encore 
pour  l'indice  /,"  H-  i .   On  trouve  ainsi 

(I)  .A+i(/o  =  GL/.--,/(i)  +  C^w.-2/(2)-+-...-Cf/(/0, 

Cj^  étant  le  nombre  des  combinaisons  de  a  olq'ets  v  à  v. 

Telle  est  la  formule  générale,  presque  intuitive,  ou  le  voit,  que 
nous  avions  en  vue.  Chaque  fois  que,  pour  une  fonction  /(/')?  O" 
pourra,  par  un  antre  procédé,  calculer  /y;_i-i  (/')'  ''^  formule  (i) 
donnera  une  identité;  elle  est  donc  bien,  selon  l'expression  ('lé- 
sante de  M.  Cesaro  ('),  wnc  source  d'identités.  Donnons-en 
quel([ues  ap[>lications. 

3.   En  premier  lieu,  faist)ns 

nn)  =  n  =  C},. 


(')  Mathcsis,  t.  VI,  p.  isfi. 


-  i;ri  - 

Nous  avons  alors 

/,(/0  =  C}      +C|      +...+  CA      =G,^,i, 

La  formule  [^i)  donne  donc,  dans  ce  cas, 
{■2)  C^tUi  =  C^,,._,  -4-  ^Ci.,_.  -.  .  .-  nCl 

4.   Faisons  maintenant 

Nous  avons 

(rt  — i)/if/0        =  rt"     —I. 


(a  —  t)/,(i  )        =  a        —  I, 
et,  en  faisant  la  somme, 

(a  —  i) /,(«)  =  « n : 

d'où 

(a  —  \y'f2{n)         =  a"+^  —  a  —  n{a  —  \). 

{a  —  \ff.i{n—\)  =  a"      —  (7  —  (  n  —  i  )  (  a  —  i  ). 


(rt  —  i)2/,(i)  =  «2        — <7—  (<7— I), 

et,  en  faisant  la  somme, 

(  *7  —  I  )2  /^^  (  ,j  )  =  r/.2 lin (  <7  —  I  ) 

■  a  —  i  I  .  ■}. 

OU 

(rt  —  1)3 /,(_«)  =  «7«^2  _rt2_  Cirt(a  —  I)  —  C,^+l(rt  —  1)2. 

I 

En  continuant  ainsi,  de  |)roclie  en  proclie,  on  arrive  à  la  formule 
»[ue  voici  : 

((7  —  ij-^-ti/A-Hi  in]  =  a"+/'-  —  «/•■  —  C,',  «7/-1  (  «7  —  I  ) 

-  Q^i^-^-H^ -•)--■..- CÎ.A-,(«-i)^  • 

Par  suite,  la  (oi'mule  (i)  donne,  dans  ce  cas, 
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Pour  a  =  -i.  cette  formule  devient 

^  -t-  \^.        .     y-à^I.  V_^,;j.i  2  ,     .  .  .-I-  Vj,,^.^._j  ;. 

Pour  «  ^ —  I , 

(3')      S  ^^^'[cLA-i-c^+>t-2+-----<-')"-'c;[:] 

o.   Faisons  ('  ) 
On  a  idenliquenient 

Donc 


/(2)  ==Ci      ^Gi, 

/(O  =  Ci, 


et,  en  faisant  la  somme, 

Continuant  ainsi,  de  proche  en  proche,  on  trouve 
et  la  formule  (i)  donne 

(4)      Gi,,_,  i2  ^  GL,_,  2^  _. . ._  c^^^  =  c^:i^,  ^  c^:^,,. 

6.    Pour 

fi  II)  =  -xn  —  r , 
on  a 

/i  eO  =  1  -j-  3  -!-  5  H-  .  .  .  -r-  (  2  /t \)  —  n''-. 

Donc  la  fonction  /V^,,  correspondant  à  ce  cas-ci,  n'est  autre  que 
h\  fonction  /),  du  numéro  précédent,    et   lapplication  de  la  for- 


(•)  C'est  le  cas   fjénéral  f{n)—  n"'  que  nous  avons  traité  cl  utilisé  dans  notre 
Mémoire  Sur  une  classe  de  nombres  remarquables. 
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nulle  (i)  donne 

(5)     Crt_,_y;_i  -!-  3  G,j+x.--2  -+-  3  G„^yi._3  — . .  .-i-  (2/1  —  i)C>i-  =  G,;+^-  -h  G„_^^.+  i  • 

7.   Prenons  maintenant 

f{n)  —  {  —  i)«-i  (an  —  i  ). 

Nous  ferons  ici  usage  d'une  formule  qui   se   trouve  démontrée 
dans  une  autre  de  nos  Notes  ('),  et  (jue  voici  : 


(a) 


1  =  0 


La  valeur  de  f{n)  peut  s'écrire 

/(«)  =  (  — i)"-»[i^2(n_i)]. 
On  aura  donc 


i  =  n—\ 


/i»>)  =  y  • — D'c+^o 


1=0 


ou,  en  vertu  de  la  formule  (a),  toute  réduction  faite, 

/i(«)=  (- «)"-'/'■ 
Maintenant  on  a 

i  =  «  -  1 
/  =  0 

ou,  d'après  la  formule  (a), 

,  ,     ^        (  —  \)"-H'2n  -h  D  — I 
fi{n)  = ■ ; ■ 

4 

que  nous  écrirons 

4/2(/i)  =_(_r)"(2«4-i)-i-i. 

Par  suite, 

i  =  n 

^A(n)  =—  y^(— ii'(2<:-i-i)  —  n 
/  =  1 

i  =  n 

=  —    \^  (  —  1  )'■  (  2  t  -h  I  )  H-  «  -f-  I 
/  =  0 

=  -(-I)"(«  +  I)^(«-+-l), 

et  ainsi  de  suite. 


(')  6«/-  certaines  sommations  arithmétir/ties  (Jornal  de  Se.  math,  de  M.  Gomcs 
Tcixciia,  l.  VII.  p.  117).  La  formule  en  quesliftn  se  trouve  à  la  pape  ij). 
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On  lrou\c  fluiif  manit-rc  générale 


4  - 

1  =  0 
i—'îp  —  \ 

4""/  _ 

/=0 
i  =  2p 


/=0 
i  =  2p 

«=o 


Ces  quatre  formules  peuvent  être  comprises  en  une  seule.  S!, 
en  effet,  nous  représentons  par  E  (  -  )  le  plus  grand  entier  contenu 
dans  -1  et  par  R  f  -  |  le  reste  de  la  division  de  /.  par  p.  de  façon 
que 

nous   ferons   observer  que  ces   quatre  formules    se   résument  en 
celle-ci 

On  a  donc,  j)ar  a[)plication  de  la  formule  (1), 

(  - 1  )" 


(C.    /  ,+  li(f) 


(  'A  n  —  A  —  ri 


(-1/-'         ^         ^-i»   ^'       4'C      '     ^ 

-^  /7  +  K  (   *    )   +  Il  (   ^    )  -  1  -H, 
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Pour  /x  =  i ,  celle  formule  donne 

(0,)  I  — 3  +  :>— ..  .-+-(— i)"-'(i/i  —  i)  =  (— i)«-i/?; 

pour  /»  =  2, 

\  4[G'-3G/,.,  -+-5C>„,  -... 
''  ^  -I- (— i)«-i(2«  —  i)C}  1  =  (— ij"-i('2rt-i- i)-T- i; 

pour  /x  =  3, 

,  „   ,  j  4  1  G,i+ 1        3  C.,7  -T-  0  G,-,_  1      ... 

On  voit  que  celte  dernière  somme  esl  nulle  si   n  esl  pair.    Pour 

A  =  4, 

j  -f-(— i)"-i(27i  — i)C|]  =  (— i)«+U2n-!-3)— i^  4G?,+2. 

Ces  expressions  parliculières  sont  séparément  susceptibles  de 
simplification.  Prenons,  par  exemple,  la  dernière;  on  vérifie  bien 
aisément  que,  quel  que  soit  n,  pair  ou  impair,  on  a 

Dès  lors  la  formule  (G,,)  pourra  s'écrire 

,      PS  Q  p. 3  _|_    -,  (^  3  


(  (J5  )  ; 


(— I/'-'(2rt  —  I.)G^   = 


'Kï)[K?) 


=  G 


Ne  quittons  pas  la  fonction /(/?)  =  ( —  i)"~'{o.n  —  i)  sans  faire 
à  son  égard  une  autre  remarque.  L'expression  ci-dessus  calculée 
pour /■_, ( /? )  montre  que 

'\/i(n}        -h/(/î -f-i)  =  i; 
de  même 

ifii'i  —  1  )  -+-/(  n)         =  1, 

1/2  (  n  —  •>.)-!-/(  rt  —  I  )  =  I  , 


lAC 


+  /(2)  =1, 

/"(Il  =  I  . 


\ddiliiinnant  ces  /)  -f-  i  égalités,  on  a 

4y,!  />  ^  '-j\t  />  \~i^r-.  c;,. ,. 

Le  même  calcid,  (.onliiiué  di:  [>ro(dic  en  proclic.   tonduil    à    ce 
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résultai 

4//,+  ,  (  ,1  )  -^//,-,  (n-hi)=  C^,;),_, , 

et,  par  application  de  la  formule  (i), 

^    ^    i     4  [GLa-,  -  3  G^-^/,_,  +...  +  (-,  )«-!  (  2  ;«  -  .  )Gl;]     I  ^  ^/_. 


8.   Faisons  maintenant 

/■f  «  j  =  ?in  /i  w. 

En  vertu  d'une  formule  bien  connue,  on  a 


COS COS  I h  /KO  ) 

/■  /               •                •                              •                         '^                 V2               / 
/,  (  /i  )  =  sin  w  -^  sin  >.  w  +  .  .  .  +  sm  /*  co  = 


2  sin  —  /i  (  «  )  —  COS  —  =  —  COS     -  H- 


\ 

HLoy 


Remplaçant  dans  cette  formule  n  par  i ,  y,  3,  . . . ,  /î  et  faisant  la 
somme,  en  appliquant,  pour  avoir  la  valeur  du  second  membre, 
la  formule  de  la  somme  des  cosinus  d'arcs  en  progression  arithmé- 
tique, on  a 

sin(  /i  -f-  i)a)  —  sino) 


2 sin  -  fii  n  )  —  G/,  COS  -  =  — 

2  ■  2 


2  Sin  - 

2 


OU 


/      .     U)  \  -  .  ^  ^ ,  10        .     to  .  .      /     (.0 

I  2  Sin  —  )   /•)(;?)  —  Ci  cos  —  a  sm sin  w  =  —  sin  (  2  -  -r-  «co 

\  2  /  ■  ■  22  \     2 

On  obtient  de  même,  de  proche  en  proche, 

^      .     o)  \  3  ,  ,  1 0  ^J  /       .      10  \  - 

'•-'"  ^  '  •'^'■"^  ~  ''"+'  '"'^^  2'  v'^  '""  2  / 

,-1     •         /       •      ^'^\  3to  /     to  \ 

—  t,/,  sin  co  I  •>  sin  —  I  -f-  cos  —  =  cos  15  -  -\-  /i  m  j 

1 

•^^1"  -  )     A+\{>n 

y,                ,;,-,/.      ,■                                    FiTC                 (i-t-l)tol     /  .         CO'/'      ' 

^  (  -  '  )'  G;r.!i.- ,  _,  ces  1^  -  + ^--  J  ( '^  ^>  n  ^  ) 

i— 0 

=  cos    { /. •  +  2)  -     -  i  k  +  1)7-  -    "  '"    • 


—   141 
La  (brniule  (i)  donne  alors 


2  sin  — 
1 

i-  i 
i-k 


i-  i 

(«,     <     _2(-,)'C.;i....™s[^^H-'-i:^](,.i„f;- 

=  COS     (A--H2)-  —  {k  -^\) «OJ      • 

9.   Faisons  enfin 

f{n)  =  Un, 

U/i  étant  le  /i"'"'^  terme  de  la  série  de  Fibonacci, 

En  vertu   d'une  formule   démontrée  de  dilTérenles   façons  par 
M.  Ed.  Lucas  ('  )  et  par  nous-mème  (-),  on  a 

fl(j^)  =   î<i  -i-  i<2  -T-  .  .  .  -r-  U,i  =   U,i  +  2  —  I  • 

Ainsi 

/l(n)  =  Un+2  —  I  , 


/i  (I  )  =  "3  —  I , 
et,  en  faisant  la  somme, 

f2(ri)=ft{n-{-  9,1— /i(2)  —  Il 

=   U,i-^i.  —    I      —  i/i+I —  Il 

=  u„+!,  —  ?<i —  nu2'. 


De  mémo 


/■2{n)         =  u,i^\  —  «4  —  nuî, 
/2(n  — ij=  /i„+3—  ih  —  {n  —  i)uo, 
) 

/2(l)=   "5—  Ih—Ui, 


(')  5«/'  /a  théorie  des  fonctions  numériques  simplement  périodii/ucs,  p.  lio 
(Extrait  des  t.  III  et  I\'  de  la  Nouvelle  Correspondance  mathématique). 

(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  \l\ \  p.  >/[.  loniiiik' 
( '(  )  du  .Mémoire  Sur  une  suite  récurrente. 


et,  en  additionnant, 

=  "n+6  —  I  —  «fiH-  I  —  G,|,  It;  —  C?,  +  ,  //, 
=r  «„+6  —  "6—  G,',  «i  —  Cf,+  ,  î/2- 

Conlinuunl  ainsi,  de  proche  en  proche,  on   arrive  à  celle  lor- 
mule 

La  lormule  (i)  donne  donc  alors 

««+2(iM-l) "2(A-i-l)  G„  «2A  C,^+,  i<2iA-ll  —  ...    —    G„  +  yi^^_,  «2 

ou 

I  =  A-  I  =  H 

(  9)  "«-2,/.  +  l,  =  ^C^,^/_i  llî,k  +  l-ii-^2^CJ,  +  /^_i  H,. 

(  =  0  i  =  I 

La  formule  qui  donne  /*o(/?),  ohtenue  plus  haul,  peut  s'écrire 

/2  (  «  )  =  /l  (  «  —  I  )  -i-  "«+2  —  (>  -4-  •->-  ), 

donc 

f.,(n-i)=fi(n)^  Ua+i  —  (n  -!- i  ), 


/2(U=/l^2)^-Z/3-  3, 

en  outre 

o  =/if()-r-  î/2—  ■>, 
o  =  ;;  1  —  I . 

Faisant  la  somme, 

f.i{n  )^f-2(n  -h\)^/i(n  -^  2)  — G/^j. 
Conlinuant,  de  proche  en  proche,  on  arrive  à 

Cf;^k-i  =A-i(  'i  -^  •>-  .'  -^/k{n  -h  1)  — /i.^,(n); 
et  la  formule  (1)  donne 

i  =  n~i  i—  n  +  l  i  =  n 

G^\^x.+,  =  ^  c';,il_,  iii—   ^  C;^;:l._,  f/,  —  2^c';,+k-i  "/ 
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ou,  en  remarquanl  que 

G'^+l_i  -+-  Cn+i^i  =  C,\ll+i^i\         et  que  C;;;  =  o     pour     v  >  a, 

i  =  /)H  2 

Les  quelques  exemples  qui  précèdent,  joints  à  ceux  que  con- 
tient notre  Mémoire  cité  en  commençant,  suffiront  sans  doute  à 
faire  ressortir  la  fécondité  de  la  source  d'identités  (i)  qui  conduit, 
on  le  voit,  à  d'intéressants  exercices  de  calcul  aloébrique. 


Intégration  d'une  suite  récufiente  qui  se  présente  dans  une 
question  de  probabilité  ;  par  M.  Maurice  n'OcAcivE. 

(Séance  ilu   iG  mars  18S-.) 

M.  Weill  s'est  proposé  de  résoudre  le  problème  suivant  ('  )  : 

Étant  considérés  k  événements  différents,  également  pro- 
bables, et  p  épreuves  consécutives,  quelle  est  la  probabilité  X(/;) 
qu'un  des  événements  considérés  et  désigné  se  produise  au  moins 
deux  fois  de  suite  dans  l'ensemble  des  p  épreuves  ? 

Par  un  raisonnement  ingénieux,  M.  Weill  établit  (\\\v.  X(/;)  est 
donnée,  par  voie  récurrente,  par  la  formule 

(I)  X(p)=    ^->^^/'-')-^    ^^X<^/'-2)^   ^, 

et  il  ajoute  : 

«   L'expression  de  X(/>)  est  de  la  forme 

C  a"  -^  C  S/'  —  -j-r^—  , 

'  A  -  —  1 

a,  ^j,  C.  C  étant  des  constanles  (pic  l'on  sait  déterminer  par  la  mé- 
thode de  Lagrange.    » 


C)  Bulletin  de  la  Société  matlicmati//iie  de  France,  t.  \IV.  p.  i.')8. 
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Nous  allous  inlégrei  réqiialloii  récurrente  (i)  par  une  autre  mé- 
lliode  que  nous  avons  donnée  dans  notre  Théorie  élémentaire  des 
séries  récurrentes  ('), 

Comme  on  a  évidemment 

X(o)  =  o,         X(i)  =  o, 
^{p)  sera  donnée,  en  vertu  de  nos  formules  (-),  par 

;  =  1 

Ui  étant  le  i""'"'^  terme  de  la  suite 

Uo  =  O,  Ml    =  I. 


/.—  I 


A  -1 
A-2 


Or  on  a  (•'),  en  représentant  par  E  (  7^  )  l^i  partie  enlièix  de  -  : 

_(A--i)'-»       1    (/v--i)'-^     ^,    (/;--i)'-3 


A'-i 


A'-J 


/■(-l 


-E(;;)-.,x._,,<f> 


,-;; 


A'-i 


EflTectuant  alors  la  somme    ^    ?//  et  multipliant  par  r^  '  on  ob- 

1  =  1 
tient 

\2  '  f  /.  =  ;)  — 2  ([J.+11 

A  —  1  XlJ- 


A2 


5-2([J.+ll  -1 

1:^0  J 


Telle  est  la  formule  que  nous  nous  proposions  d'établir  et  qui 
donne  explicitement  la  probabilité  X(/?)  en  fonction  de  p  et  de  /»-. 
Elle  complète  la  solution  de  M.  Weill. 


(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3°  série,  t.  III,  1884,  p.  65. 

{')  Loc.  cit.,  §  37. 

(')  Loc.  cit.,  §  8,  formule  (8). 
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Une    méthode   grapJivjue   de    quadialuie; 
par  M.  Ed.  Collicïxoiv  ('). 

(Séance  du  G  avril  1887.) 

L'aire  d'une  courbe,    /    y  dx ^  peut  être  regardée  comme  expri- 

mant  la  somme  des  moments,  pris  par  rapport  à  l'axe  des  abscisses, 
d'éléments  de  masse  dx  parallèles  à  cet  axe  et  éloignés  à  la  dis- 
tance y.  Cette  considération  conduit  à  appliquer  à  l'évaluation  des 
aires  le  procédé  connu  de  construction  du  centre  de  gravité  d'un 
système  de  points  :  on  détermine  ainsi  l'ordonnée  moyenne 


y  dx 

'^  a 
71 


qui,  multipliée  par  la  base  totale  b  —  a,  fait  connaître  l'aire  cher- 
chée. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  de  trouver  la  somme  des  surfaces  d'une 
série  de  trapèzes  juxtaposés,  I,  II,  III,  . . . ,  dont  les  bases  occupent 
des  tronçons  contigus  sur  l'axe  des  abscisses,  on  prendra  les  mi- 
lieux I,  2,3,  ...  des  côtés  supérieurs  de  ces  trapèzes,  dans  l'ordre 
ok  ils  se  succèdent;  on  joindra  les  points  i  et  2  par  une  droite  qui 
coupe  en  un  point  a  l'ordonnée  commune  aux  deux  trapèzes  I  et 
II;  on  retournera  bout  pour  bout  la  droite  12;  le  point  a  vient 
tomber,  par  suite  de  ce  retournement,  en  un  point  (12),  dont  l'or- 
donnée, multipliée  par  la  somme  des  bases  des  ti'apèzes  I  et  II, 
donnera  la  somme  des  deux  surfaces.  L'opération,  répétée  autant 
de  fois  qu'il  sera  nécessaire,  en  joignant  les  points  (12)  et  3,  j>uis 
(i23)  et  4,  etc.,  fera  connaître  successivement  les  points  (i23), 
(1234),  ...,  dont  les  ordonnées,  multipliées  respectivement  par 
la  somme  des  bases  correspondantes,  donneront  les  aires  cumulées 
des  trois  premiers  trapèzes,  des  quatre  premiers,  etc. 

Dans  certains  cas  on  est  conduit  à  admettre  des  aires  nulles  ou 
négatives  ;  la  méthode  est  générale,   pourvu  (pi'on   lieriue  (•onq)lo 

(')  \"oir  Annules  des  Ponts  cl  Chaussées,  janvier  18S-. 

\V.  lu 
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des  signes.  Les  aires  nulles  servent,  soit  à  changer  la  base  de  la 
ligne,  pour  simplifier  l'évaluation  définitive  de  l'aire,  soit  à  ratta- 
cher l'une  à  l'autre  deux  aires  non  contiguës,  aboutissant  toutes 
deux  à  l'axe  des  abscisses. 

L'évaluation  des  aires  fermées,  telles  que  les  profils  en  travers, 
la  recherche  du  rayon  mojen  de  la  section  transversale  d'un  canal, 
la  détermination  de  la  moyenne  d'un  certain  nombre  de  quantités, 
sans  passer  par  le  total  de  ces  quantités,  s'effectuent  très  aisément 
par  l'emploi  de  la  méthode.  Le  tracé  d'une  ligne  droite  de  compen- 
sation à  travers  un  profil  accidenté  se  ramène  immédiatement  aux 
mêmes  principes. 

Appliquée  à  la  quadrature  des  courbes,  la  méthode  réduit  à  une 
construction  graphique  très  simple  l'emploi  de  la  règle  de  Thomas 
Simpson.  La  vérification  en  a  été  faite  sur  la  parabole,  la  cycloïde, 
l'hjperbole  équilatère,  etc. 

Appliquée  à  diverses  figures  géométriques,  elle  conduit  à  des 
théorèmes  qu'il  serait  peut-être  assez  difficile  de  démontrer  direc- 
tement. 

On  en  a  fait  usage  pour  déduire  la  courbe  de  la  vie  moyenne  de 
la  courbe  de  mortalité. 

En  résumé,  la  méthode  graphique  que  nous  venons  d'exposer 
nous  paraît  simple  et  rapide.  Elle  a,  croyons-nous,  toute  l'exacti- 
tude qu'on  peut  attendre  des  constructions  géométriques,  tout  en 
n'exigeant  que  l'emploi  des  instruments  les  plus  élémentaires. 


Remarque  sur  certains  détermina/ils  numériques  ; 
par  M.  G.  FouRET. 

(Séance  du    fo  avril    1887.) 

Dans  une  Communication  récente,  sur  un  mode  de  transforma- 
tion des  déterminants  ('),  j'ai  eu  besoin  de  trouver  la  valeur  de 
certains  déterminants  numériques  présentant  une  forme  assez  re- 

(  ')  Bulletin,  t.  \I\  .  p.  i4G. 
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marquable,  et  j  ai  donné  les  résultats  auxquels  jetais  arrivé  très 
simplement,  sans  rien  préjuger  d'ailleurs  quant  à  leur  nouveauté. 
Depuis,  j'ai  constaté  que  M.  Catalan  s'était  occupé,  en  1846,  de 
questions  analogues,  dans  un  intéressant  Mémoire  ayant  pour  titre  : 
Recherches  sur  les  déterminants  (').  Parmi  les  applications,  que 
donne  l'auteur,  d'une  méthode  générale  pour  obtenir  la  valeur  de 
certains  déterminants  numériques,  se  trouve  un  déterminant  qui 
comprend,  comme  cas  particulier,  celui  que  j'ai  appelé  C„  dans  la 
Note  rappelée  plus  haut. 

Le  déterminant  considéré  par  M.  Catalan  est  de  la  forme 


—  I     —  I 

—  I 

-^  I 

--  I 

.      —  I 

.       -~  I 

4-1      -^  I 

—  I 

—  I 

—  I 

—  I     —  I 


Si  l'on  désigne  par  n  l'ordre  de   ce   déterminant,   sa   première 

ligne  horizontale  est  composée  de  p  <  -  éléments  égaux   à  —  i, 

suivis  de  /i  —  p  éléments  égaux  à  -f-  i .  Les  lignes  suivantes  se  dé- 
duisent de  la  première  par  permutations  circulaires. 

La  valeur  de  ce  déterminant,  obtenue  par  M.  Catalan,  est 

in  —  -ipY^—  2)«-i. 

Celui  que  j'avais  eu  à  évaluer  correspond  au  cas  particulier   où  p 
est  égal  à  l'unité  :  sa  valeur  numérique  est  (n — 2)( — 2)"~'. 

Le  Mémoire  de  M.  Catalan,  publié  à  une  époque  ou  la  connais- 
sance des  déterminants  était  encore  peu  répandue,  contient  d'ail- 
leurs d'autres  résultats  dignes  de  remarque. 


(')  Bulletin   de  l'Académie    royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  de  Belgique,  t.  XIII,  2'  Partie,  p.  534. 
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Sitr  les  fonc fions  hyper/tichsiennes provenant  des  séries 
hyper  géométriques  de  deux  variables;  par  M.  Emile  Picard. 

(Séance  du  20  avril  1887.) 

On  sail  que  les  intégrales 

j     «/'.-'(//  — i)*^-i(«  — a- )!J--i(?/  —yp'-^du, 

où  g  et  h  désignent  deux  des  quantités  o,  i ,  x^y  et  00,  satisfont  à 
un  système  s  de  trois  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles, 
ayant  trois  solutions  communes  linéairement  indépendantes.  Soient 
co,,  ojo,  L03  trois  solutions;  j'ai  considéré  précédemment  (Annales 
de  l'École  Normale,  i885)  les  équations 

—  =  ».  -^  =  fr» 

et  montré  qu'elles  donnent  pour  x  et  j'  des  fonctions  uniformes  de 
«  et  r,  quand).  H-/^)  —  i  et  les  expressions  analogues,  ainsi  que 
2  —  ).  —  6)  —  h^  et  ses  analogues,  étaient  les  inverses  de  nombres 
entiers.  (Je  me  suis  borné  dans  mon  Mémoire  au  cas  de  nombres 
entiers  positifs,  mais  c'est  là  une  restriction  inutile.) 

J'ai  cité  dans  mon  travail  deux  cas  particuliers;  j'avais  fait  pré- 
cédemment du  premier  une  étude  complète,  et  le  second,  qui  cor- 
respond à 

X  ==  ;a  =  6,  =  b.,  =  |, 

nous  a  donné  le  premier  exemple  d'un  groupe  hyperfuchsien  dans 
lequel  le  domaine  ou  polyèdre  fondamental  est  tout  entier  à  l'in- 
térieur de  l'hypersphère  limite,  c'est-à-dire  que  sa  surfacen\  pas 
de  points  communs  a\ec  celle  de  l'hypersphère. 

Voici  deux  autres  exemples,  où  se  présente  encore  cette  circon- 
stance remarquable. 

Le  premier  est  donné  par 

À  =  [j.  =  6,  =  62  =  I  ; 
on    voit   que  dans    ce   cas   ), +  /y,  — i=i)    ainsi    que    toutes  les 
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combinaisons  analogues,  puisque  les  nombres  sont  égaux.  On  aura 
pareillement  2  —  X  —  6|  —  60  =  ^. 

Aucun  des  développements  à  emploj'cr  ne  contiendra  alors  de 
logarithmes  et  l'on  peut  en  conclure  (Mémoire  cité)  que  la  surface 
du  poljèdre  fondamental  n'a  aucun  point  commun  avec  la  surface 
de  rhypersphère  limite. 

Le  second  exemple  correspond  à 

X  =  [j.  =  61  =   62  =  Tj- 

pour  lequel  on  a 

et 

2  —  À  —  bi  —  bo  =  •^• 

Citons  un  troisième  exemple 

X  =  a  =  6i=f,        b.2  =  j: 

mais  ici  nous  ne  serons  plus  dans  le  même  cas  que  pour  les  exemples 
précédents  ;  le  polvèdre  fondamental  du  groupe  hyperfuchsien  aura 
un  certain  nombre  de  points  communs  avec  la  surface  de  l'hyper- 
sphère. 

Pour  ce  qui  concerne  l'étude  des  fonctions  hyperfuchsiennes  qui 
précèdent,  un  des  points  les  plus  importants  de  la  théorie  des  séries 
hypergéométriques  de  deux  variables  consiste  dans  le  théorème 
suivant.  On  peut  associer  à  tout  système  S,  correspondant  à  une 
intégrale  hypergéométrique,  une  forme  quadratique  ternaire  à  indé- 
terminées conjuguées,  qui  ne  change  pas  quand  on  effectue  sur  les 
variables  les  substitutions  du  groupe  du  système  S.  C'est  ce  que 
j'ai  démontré  (loc.  cit.).  Le  discriminant  de  cette  forme  est,  en 
général,  différent  de  zéro,  et,  dans  les  cas  qui  donnent  des  fonc- 
tions hyperfuchsiennes,  la  forme  est  indéfinie  et  donne  la  limite  de 
l'espace  dans  lequel  les  fonctions  sont  définies.  Ceci  posé,  je  me 
suis  demandé  si  l'on  ne  pourrait  pas  trouver  des  cas  où  les  condi- 
tions relatives  aux  différences  telles  que 

l-^bi—i 

et 

2  —  À  —  6,  —  ^2 

seraient  vérifiées,  et  pour  lesquels  le  discriminant  de  la  forme 
ternaire  serait  nul.  Un  exemple  d'un  pareil  cas   nous   sera   donné 
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/  =  ijt  =  6,  =  è.. 


Ici,  comme  dans  tous  les  cas  où  ).  H-  u.  +  6)  +  60  =  3,  une  des 
intégrales  du  système  S  se  réduit  à  une  constante  ;  c'est  ce  que  l'on 
reconnaît  de  suite,  puisque  les  termes  en  z  disparaissent  dans  les 
trois  équations. 

Cherchons  ce  que  devient  dans  ce  cas  la  forme  quadratique  ter- 
naire dont  j'ai  parlé  plus  haut.  Je  vais,  à  cet  effet,  appliquer  les 
formules  données  d'une  manière  générale  dans  mon  Mémoire. 
Soit  to,,  W2,  ti>3  le  système  fondamental  d'intégrales  dont  je  suis 
parti.  Nous  écrirons  la  forme  comme  il  suit 

Au)i  OJj   -T-  \'  ^x)i^^i\  -T-  A"  (03(0°  -f-  B"cl)|  Lm\  -i-  B'q  wy  iM-i 

-f-  B'ojjco^  -+-  B„wJ  t03  -H  Bwoto^  -K  BowS  103, 

oj,  et  oi"  désignant  évidemment  des  variables  conjuguées,  B  et  Bq 
étant  des  coefficients  conjugués. 

On  a,  par  l'application  des  formules  générales, 

A  =  i,         A' =  2,         A"  =  i,         B  =  I -f- r,         B'  =  — î,         B''  =  — fi-f-n 

et  l'on  voit  alors  immédiatement  que  la  forme  précédente  se  réduit  à 

norme  [toi  —  (1  —  ijojo-f-  IW3]. 

La  forme  de  ce  résultat  si  simple  était  aisée  à  prévoir;  car  une 
combinaison  linéaire  et  homogène  de  CO),  coo  et  tOs  devant  se  ré- 
duire à  une  constante,  la  forme  quadratique  devait  être  nécessai- 
rement la  norme  d'une  expression  linéaire  et  homogène  en  Wy,  toj 
et  0)3.  Dans  le  cas  actuel  ce  sera  évidemment  oj,  —  (i  —  i)t02-h  iWs 
qui  se  réduira  à  une  constante. 

Nous  n'avons  à  considérer  que  deux  des  expressions  10,  soient 
(0,  et  Ws  ;  mais,  pour  pouvoir  appliquer  de  suite  nos  formules  gé- 
nérales, considérons  les  quotients 


to. 


(I 


ijCOo-r-  M1J3 


tjOJj- 


Cherchons  ce  que  deviennent  u  et  v  quand  on  effectue  sur  les 
oj  les  substitutions  du  groupe  du  système  S.  Je  me  borne  à  trans- 
crire les  substitutions  désignées  d'une  manière  générale  {loc.  cit.) 
par  2,,  So,  S3  et  qui  proviennent,  y  étant  laissé  constant,  de  la 
circulation  de  .r  autour  des  points  o.  1  et  )'. 


—   loi    - 
En  appliquant  les  formules,  on  aura  tout  de  suite 

(   II' =^ — u,  (   a' =  —  tV-Vi,  (   if' =  ç) -I- I , 

\  v'  =  V,  ■  (  t»'  =  ui  —  «,  (  v'  —  u  —  1  ; 

je  tirerai  de  ces  formules  une  remarque  importante.  Une  combi- 
naison très  simple  des  trois  substitutions  précédentes  nous  donne 
la  substitution 

(   u'  =  u  —  4  i. 

(I) 

(  V  =  i; 

et  une  seconde  combinaison  donne  sans  peine  la  substitution 

(2) 


u'=  K  -{-  4. 

f'  =  V. 


Ceci  posé,  revenons  k  u  el  ç  considérées  comme  fonctions  de  x 
et  y.  Elles  restent  finies  pour  toute  valeur  de  x  et  y,  et  de  plus  les 
conditions  relatives  à 

X-\-bi — I  et         2 — X  —  6i — b-i 

étant  remplies,  les  deux  équations 

u(x,y)  =  z,         i--(x,y)  =  l 

donneront  pour  x  elj-  des  fonctions  uniformes  de  :;  et  i,  définies 
pour  toutes  valeurs  finies  des  variables  complexes  z  et  t. 

Quelle  sera  la  nature  de  ces  fonctions  uniformes  ?  Les  substi- 
tutions (i)  et  (2)  nous  montrent  tout  de  suite  que  j>:  et  y  seront  des 
fonctions  uniformes  de  ^,  admettant  les  deux  périodes  -j-  4  et  ^i. 
La  considération  des  autres  substitutions  fondamentales  du  groupe 
que  je  n'ai  pas  écrites  nous  montrerait  de  même,  ce  qui  est  d'ail- 
leurs évident  par  raison  de  symétrie,  que  ^  et  jk  sont  également 
doublement  périodiques  par  rapport  à  la  seconde  variable  /. 

Ainsi,  dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  les  fonctions  hj- 
perfuchsiennes  dégénèrent  en  fonctions  uniformes  de  z  et  t,  dou- 
blement péiHodiques  séparément  par  rapport  à  chacune  de  ces 
variables. 

M.  Goursat  avait  de  son  côté  rencontré  ce  cas  particulier,  comme 
on  peut  le  voir  dans  les  Comptes  rendus  (28  mars  188-).  D'après 
ce  qui  précède,   l'inversion    des   équations  (3)  se  ramènera  non 
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seulement  à  des  fonctions  0  de  deux  variables,  mais  même  à  des 
fonctions  (■)  d'une  seule  variable. 

Il  ne  serait  peut-être  pas  sans  intérêt  de  rechercher  sil  existe 
des  dégénérescences  moins  particulières  que  celle  qui  vient  d'être 
indiquée.  Dans  notre  exemple,  la  forme  quadratique  ternaire  de 
discriminant  nul  se  réduit  au  seul  terme  ULq  ;  il  n'est  pas  impos- 
sible qu'on  puisse  rencontrer  un  cas  où,  les  autres  conditions  étant 
d'ailleurs  remplies,  la  forme  quadratique  ternaire   aurait  la  forme 

moins  particulière 

aUUo+?VVo. 

On  aurait  alors  des  fonctions  hyperfuchsiennes  de  u  et  v,  pour 
lesquelles  le  groupe  des  substitutions  aurait  la  lorme 


au  -1-6        Cl'  ~  a  u  -^  b'  \ 

II,      V,      ■ — j, — 

cil  -^  a       ) 


m  -i-  d 


Remarque  sur  les  groupes  linéaires  d^ordre  fini  à  trois 
variables:   par  M.  É.  Picard. 

(Séance  du  .io  avril  1887.) 

Considérons  d'abord  un  groupe  linéaire  G  d'ordre  fini  à  deux 
variables,  dont  une  substitution  quelconque  sera  représentée  par 

{x,  y,  %x  -4-  '^y,  -{X  -h  ojk). 

On  peut  remarquer  qu'il  existe  une  forme  quadratique  binaire 
à  indéterminées  conjuguées 

(A  et  G  étant  réels,  B  et  Bq  ainsi  que  x^  Xq  et -)',  Vo  étant  respecti- 
vement des  imaginaires  conjuguées),  qui  se  transforme  en  elle- 
même  quand  on  effectue  sur  x  ei y  les  substitutions  du  groupe  G; 
on  effectue  bien  entendu,  sur  x^  et  jo,  1^  substitution 

dont  les  coefficients  sont  respectivement  conjugués  de  ceux  de  la 
première. 
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Tous  les  groupes  linéaires  d'ordre  fini  à  deux  variables  pouvant 
être  obtenus  en  particularisant  les  constantes  qui  figurent  dans 
l'équation  linéaire  du  second  ordre  de  la  série  hypergéométrique, 
cette  remarque  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème  plus  gé- 
néral que  jai  indiqué  autrefois  (^Annales  de  V  Ecole  Normale, 
i885)  sur  le  groupe  hvpergéométrique,  et  que  je  prends  la  liberté 
de  rappeler.  Désignant  par 


/ 


h 
K*.-i ( ?/  —  I  )^2-' {u  —  X )>--! du         (  A',  h  =  o.   r ,  a-,  :c ) 


l'intégrale  bien  connue  dans  cette  théorie;  le  groupe  de  l'équation 
linéaire  correspondante  peut  être  obtenu  à  l'aide  des  deux  substi- 
tutions fondamentales 


et 


X     x-^  (^e^O.-^b^rU^  e2),m) ^ 

y        g2(X4-6o.'TOy 


et  ces  substitutions. transforment  en  elle-même  la  forme  (i),  en 
posant 

On  est  conduit  tout  naturellement  à  se  demander  si  la  remarque 
qui  vient  d'être  faite  pour  les  groupes  linéaires  d'ordre  fini  à  deux 
variables  peut  s'étendre  aux  groupes  d'ordre  fini  à  trois  variables. 
Il  en  est  effectivement  ainsi,  et  il  va  suffire  de  prendre  les  divers 
tjpes  de  groupes  d'ordre  fini  à  trois  variables  pour  vérifier  qu'// 
existe  une  forme  quadratique  ternaire  à  indéterminées  con- 
juguées,  cjui  se  transforme  en  elle-même  quand  on  effectue 
sur  les  variables  les  substitutions  d'un  groupe  d'ordre  fini. 

L'énoncé  précédent  souffre  une  exception  pour  un  seul  type 
de  groupe  dans  lequel  se  présente  une  circonstance  plus  simple 
encore. 

La  découverte  de  tous  les  groupes  d'ordre  fini  à  trois  variables 
est  due,  comme  on  sait,  à  M.  Jordan  [Crelle,  t.  8i,  et  Mémoires 
couronnés  par  V Académie  de  Naples,  t.  XX). 

Dans  le  premier  type,  toutes  les  substitutions  sont  de  la  forme 

1  X    y     z     XX -h '^r     y.'x-^'^'y     Y-  |; 
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les  coefficients  y  étant  des  racines  de  l'unité,  et  les  coefficients  a, 
^,  a',  [i>',  tels  que  les  substitutions  à  deux  variables 


X    y 


h- 


forment  un  groupe   d'ordre   fini.    On   aura   évidemment  ici   une 
forme  et  même  une  infinité  jouissant  de  la  propriété  indiquée. 

Pour  les  groupes  du  deuxième  ou  du  troisième  type,  dont  les 
substitutions  sont  toutes  de  la  forme 


X  y  z  ax  h  y  cz  \ , 
X  y  z  a! y  h' z  c  x  \^ 
X    y     z     a!' y     b"x     c"  z  | , 


où  les  a,  b,  c  sont  des  racines  de  l'unité,  la  forme 


xxQ-^yyo-{-  zZq 

satisfera  évidemment  à  la  question. 

Pour  le  quatrième  type,  le  théorème  cesse  d'être  exact;  mais 
on  a  alors  une  forme  quadratique  ternaire  ordinaire  que  repro- 
duisent, à  un  facteur  près,  les  substitutions  du  groupe.  Celui-ci 
dérive  de  la  combinaison  des  substitutions 


Y 


\z    \., 


y 


\  X  y  z  kx 
\  X  y  z  ~x 
\  .T    y     z      y        X  z    \, 

X  «7 37  -f-  ( I  —  a ')y  -f-  2 rc ( I  —  a)z 
y  (i  —  a)x  -r-  ay  —  2a{i  —  a)z 
z  x—y       -t- (i — ia)z 


I  -T-  «  (  T  -h  -U- 


2)  =  O 


et  K  désignant  une  racine  de  l'unité;  on  vérifie  aisément  que  la 
forme  quadratique 

zi~^xy 

se  reproduit.  A  un  facteur  près,  par  les  substitutions  précédentes. 
Passons  au  cinquième  tvpe.  Ce  groupe  est  dérivé  de  la  combi- 


liaison  des  substitutions 


\  X  y     z     Ix     ly     Iz   \. 

\  X  y     z      X      ej      6?    I, 

\  X  y     z       y      z         X    \, 

\  X  y     z     rjx     rj^'-y     rjz   |, 

X  r-  a(  X  -^  y    -^    6| 

y  r-a{x-T-  ^y  -\-     z 


OU  l  on  a 
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J'  = 


a3 


3(1-6^;' 


À3p  =  ij         H  =  Xi^-    (p  quelconque,  mais  entier),         H^  =  o,   i,  2, 

6,  y,  r  et  X  ayant  des  modules  égaux  à  Tunité,  et  aa^  étant  égal 
à  -g.  On  voit  sans  peine  que  toutes  ces  substitutions  transforment 
en  elle-même 

XXq  -T-yyo  -r-  ZZq. 

Il  n'y  a  rien  à  ajouter  pour  les  groupes  du  sixième  et  du  septième 
type,  pour  lesquels  le  même  fait  se  vérifie  de  suite. 

Il  nous  reste  à  examiner  le  huitième  type.  Le  groupe  dérive  de 
la  combinaison  des  substitutions 

\  X    y  z     Ax      \y      Iz   |, 

\  X    y  z     XX     -^y     -z'* z  |, 

\  X    y  z      y        z         X    \, 

\  X  ax  -^  cy  -k-  b  z 

\  y  ex  -^  by  -^  az 

\  z  6  07  -^  ay  -\-  c  z 

OÙ  /•■'  =  I ,  et  a,  6,  c  sont  définis  par  le  système  linéaire 

a  -f-    b    -f-   c    =  —  I, 
a  -i-  ÔT  -H  ct3  =  o, 

rt-3^_  ^,-2_j_    r      =o, 

et  \  désignant  toujours  une  racine  de  l'unité. 

C'est  encore  la  forme  xx^^  ~^yj'o  +  ^^o  qui  répond  à  la  question  : 
il  suffit  de  la  vérifier  pour  la  dernière  substitution  :  c'est  ce  qui 
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se  fera  tout  de  suite,  en  remarquant  que  a^  b.  c  sont  réels,  et  que 

a-  ^  J)-  -\-  c-  =  I . 
ah  -^  bc  -^  ca  =  o. 

la  seconde  égalité  se  démontrant  de  suite,  en  remplaçant  a,  b,  c 
par  des  quantités  proportionnelles  tirées  des  deux  dernières  équa- 
tions. 

Le  théorème  énoncé  se  trouve  ainsi  démontré. 


Sur  une  notation   utile  en  Algèbre  et  en  Analyse; 
par  M.   Maurice  d'Ocag^e. 

(Séance  du  20  avril  1887.) 

On  rencontre  très  fréquemment,  en  Mathématiques,  certaines 
expressions  tout  à  fait  analogues  au  développement  du  binôme 
(ou  d'un  polynôme),  en  ce  sens  que  les  coefficients  y  sont  les 
mêmes,  mais  que  les  exposants  y  sont  remplacés,  soit  par  des  in- 
dices d'ordre,  soit  par  des  indices  de  dérivation. 

On  est  alors  dans  l'habitude  de  condenser  ces  expressions  sous 
forme  de  binôme  (ou  de  polynôme)  élevé  à  une  certaine  puissance, 
en  ajoutant  qu'on  les  met  sons  forme  symbolique.  Dans  beaucoup 
de  cas,  cette  convention  suffit,  mais  non  pas  toujours.  Elle  peut 
amener  certaine  confusion,  par  exemple  si,  dans  le  même  travail, 
les  mêmes  lettres  figurent  affectées  tantôt  d'exposants,  tantôt  d'in- 
dices de  dérivation,  ou  bien  encore  si,  au  cours  d'un  long  Mémoire, 
le  lecteur,  dont  l'esprit  est  attiré  sur  d'autres  points^,  vient  à  oublier 
le  sens  conventionnel  attribué  à  certaines  expressions.  Ces  faits 
nous  ont  frappé  au  cours  de  récentes  recherches,  et  nous  avons 
reconnu,  sinon  la  nécessité  absolue,  du  moins  la  grande  utilité 
qu'il  y  aurait  à  convenir  d'un  signe  particulier  destiné  à  mettre  en 
relief  le  côté  conventionnel  des  expressions  que  nous  avons  en 
vue.  Nous  nous  sommes  arrêté  à  certain  signe  qui  nous  a  paru  à 
la  fois  simple,  parlant  à  l'esprit  et  facile  à  réaliser  en  typogra- 
phie.   Nous    en    soumettons    ici    l'idée  aux    mathématiciens,  qui 
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jugeront  s'il  y  a  lieu  de  l'admettre  et  d'en  généraliser  l'emploi. 
Voici  quel  est  ce  signe  : 

Si  une  lettre  figure,  dans  V expression  développée,  avec  des 
indices  d'ordre  [placés  en  bas)  remplaçant  les  exposants,  nous 
récrirons,  dans  l'expression  condensée ,  soulignée  d'un  petit 
trait. 

Si  elle  figure,  dans  V  expression  développée,  avec  des  indices 
de  dérivation  {placés  en  haut)  remplaçant  les  exposants,  nous 
récrirons,  dans  l'expression  condensée,  surmontée  d' un  trait. 

En  d'autres  termes  : 

Z'"  sera  supposé  être  la  même  chose  que  Z,„. 

— m 

Z     sera  supposé  être  la  même  chose  que  TJ-^\ 

Avec  cette  double  convention,  pas  d'erreur  possible. 
Veut-on,  par  exemple,  écrire  que  les  nombres  d'Enler  peuvent 
se  calculer,  par  voie  récurrente,  au  moyen  de  la  relation  (') 

fi?  "^    17  .      '"'  "^  ■"')    17  T7   1 

L  I  1.9.  J 

E,„  —  ~  E,„_i  ^  — — '-  E,„_2  — .  ..-+-(—  1  )'"  Eo     =0, 

on  écrira 

(E-t-iy«-i-(E  — 1)'"  =  o. 

La  formule  de  Leibnitz,  donnant  la  dérivée  /i''^™''  d'un  produit 
u  =  GjK,  s'écrira 

HinJ=:{z+y)'\ 

Pour  représenter  symboliquement  (-) 

'j.  (  ').  —  [  ) 
«0  f"-''!^''  —  \^p(^ï  w'iJ--"  H '- />-«2  w''V-~-'  — .  .  .-h  ( —  \)\>-a^w, 


on  aura 


(w  — pci)^- 


L'expression  (i)  du  théorème  1  de  la  Note  où  M.  R.  Perrin  géné- 
ralise d'une  façon  si  remarquable  {Comptes  rendus,  l.  CIV,  p.  1 097) 
le  théorème  que  j'avais  précédemment  donné  sur  les  pénlnvariants 


(')  Nouv.  Ann.  de  Math..  3°  série,  l.  V,  p.  3o(). 
(^)  Comptes  rendus,  l.  CI\  ,.  p.  yli'i. 
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des  formes  binaires  s'écrira,  avec  la  nouvelle  notation, 

[iVp,  iv,,],.  -  (pwrj—qwpY. 

On  pourrait  indéfiniment  multiplier  de  tels  exemples,  car  les 
expressions  de  ce  genre  se  rencontrent,  pour  ainsi  dire,  à  chaque 
pas,  soit  en  Algèbre,  soit  en  Analyse.  Mais  les  exemples  qui 
viennent  d'être  donnés,  particulièrement  les  derniers,  suffisent  à 
faire  saisir  l'utilité  de  la  convention  que  nous  proposons.  Si  elle 
était  admise  définitivement  et  introduite  dans  l'usage  courant,  le 
langage  algébrique  y  gagnerait  en  netteté.  C'est  là  le  seul  résultat 
que  nous  nous  soyons  proposé  en  publiant  cette  remarque. 


Exposition  crime  méthode  de  M.  Caspary,  pour  l'élude 
des  courbes  gauches  ;  par  M.  Garvallo. 

(Séance   du    iS    mai    1887.) 

1.  Dans  le  100"  Volume  du  Journal  de  Cre.lle,  M.  Caspary  a 
publié,  sur  la  génération  des  courbes  gauches  algébriques,  un 
Mémoire  qu'il  a  signalé  à  la  Société  mathématique  dans  la  séance 
du  20  avril.  La  remarquable  méthode  employée  par  M.  Caspary 
est  purement  intuitive  ;  elle  repose  sur  une  généralisation,  qui 
logiquement  s'impose,  des  notations  ordinaires  de  la  Géométrie, 
et  s'adapte  merveilleusement  à  la  Oéométrie  de  position.  Mais  sa 
portée  est  plus  grande  encore,  car  les  principes  qui  lui  servent  de 
base  formeraient,  d'après  l'auteur,  le  lien  entre  la  Géométrie  pure 
et  la  Géométrie  analytique  et  se  prêteraient  également  bien  aux 
études  entreprises  dans  ces  deux  sens. 

2.  Systématisant  une  notation  familière  en  Géométrie,  ]M.  Cas- 
pary désigne  par 

AB  la  droite  qui  joint  les  points  A  et  B; 

ap  la  droite  d'intersection  des  plans  a  et  [i  ; 

A«  le  plan  fjui  passe  par  le  point  A  et  la  droite  a  • 

aa  le  point  d'intersection  du  plan  a  et  de  la  droite  a. 
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En  résumé,  par  la  juxtaposition  des  lettres  qui  désignent  les 
éléments  simples,  l'auteur  représente  l'élément  qui  résulte  ou  de 
la  jonction  ou  de  l'intersection  des  éléments  primitifs.  Il  est  dès 
lors  conduit  à  représenter  un  nombre  arbitraire  de  constructions 
successives  par  la  juxtaposition  de  symboles  représentant  des 
points,  des  droites  et  des  plans.  De  cette  façon,  si  l'on  désigne 
ces  éléments  respectivement  par  des  majuscules,  des  minuscules 
et  des  lettres  grecques  et  qu'on  adopte,  comme  en  Algèbre,  l'usage 
des  parenthèses,  l'expression 

(Xa6)(Xca) 

symbolise  la  construction  suivante  : 

1°  On  mène  le  plan  passant  par  le  point  X  et  la  droite  a,  Xa; 
2°  On  prend  l'intersection  du  plan  Xa  avec  la  droite  b,  ILab] 
3°  et  4^"  On  construit  de  même  l'expression  Xca  qui  représente 
une  droite  ; 

5"  On  mène  le  plan  passant  par  le  point  ILab  et  la  droite  Xca. 

En  définitive,  ÇS.ab)  (Xca)  représente  un  pian  qu'on  sait 
trouver. 

3.  L'auteur  appelle  dérivé  d'un  élément  variable  point,  droite 
ou  plan,  par  exemple  d'un  point  X,  un  autre  élément  représenté 
par  une  expression  telle  que  la  précédente  où  entre  X.  Je  me 
permettrai  de  plus  de  dire  qu'il  est  dérivé  d'ordre  /i  si  X  entre 
a  fois  dans  l'expression  de  cet  élément  dérivé.  Cette  nouvelle  dé- 
finition se  justifie  comme  il  suit. 

Soit  d'abord  une  expression  où  Télément  variable  entre  une 
seule  fois,  par  exemple 

A  a  a  X  ... . 

Je  dois  effectuer  la  construction  Arta  cpii  donne  une  certaine 
droite  b\  l'expression  s'écrit  alors 

/;\...      on      \b... 

Ainsi  Télément  variable  peut  toujours  être  ameué  en  tête  de 
l'expression  donnée.  Je  laisserai  maintenant  an  lecteur  le   soin  de 
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vérifier  les  résultais  suivants  (  ')  : 

XA  représente  une  droite  dont  les  coordonnées  sont  linéaires  homogènes 
par  rapport  à  celles  de  X. 

\a  représente  un  plan  dont  les  coordonnées  sont  linéaires  homogènes  par 
rapport  à  celles  de  X. 

^a  représente  une  droite  dont   les   coordonnées   sont   linéaires  homogènes 
par  rapport  à  celles  de  ç. 

^a  représente  un  point  dont  les  coordonnées  sont  linéaires  homogènes  par 
rapport  à  celles  de  ^. 

xA  représente  un  plan  dont  les  coordonnées  sont  linéaires  liomogènes  par 
rapport  à  celles  de  a-. 

xoL  représente  un  point  dont  les  coordonnées  sont  linéaires  homogènes  par 
rapport  à  celles  de  x. 

Dans  le  premier  groupe,  on  considère  les  coordonnées  ponc- 
tuelles de  la  droite  XA;  dans  le  deuxième  groupe,  les  coordonnées 
tangenlielles  de  la  droite  ^a;  dans  le  troisième  groupe,  les  coor- 
données de  la  droite  x  sont  arbitrairement  des  coordonnées  tan- 
genlielles ou  ponctuelles. 

Toutes  les  combinaisons  sont  examinées  dans  le  Tableau  précé- 
dent; dès  lors  : 

i"  Si  l'on  efieclue  une  suite  de  constructions  en  faisant  entrer 
une  seule  fois  un  élément  variable,  un  point  X  par  exemple,  tous 
les  éléments  qu'on  obtiendra  successivement  auront  leurs  coor- 
données linéaires  homogènes  par  rapport  à  celles  de  X. 

2"  Si  l'on  fait  entrer  n  éléments  X,,  Xo,  .  .  .,  X,^  chacun  une 
fois,  l'élément  dérivé  aura  des  coordonnées  linéaires  homogènes 
par  rapport  aux  coordonnées  de  chacun  de  ces  éléments. 

3°  Si  l'on  fait  entrer  n  fois  un  élément  X,  l'élément  dérivé  aura 
ses  coordonnées  homogènes  de  degré  n  par  rapport  à  celles  de  X. 

4.  Par  une  convention  de  Fauteur, 
}.N  =  o  exprime  que  le  point  N  est  dans  le  plan  a; 

(')  Je  considère  pour  le  point  des  coordonnées  homogènes;  les  coordonnées  du 
plan  sont  les  quatre  coefficients  de  son  équation;  enfin  j'appelle  coordonnées 
ponctuelles  de  la  droite  les  six  déterminants  formés  avec  les  cooi'données  des 
deux  points;  coordonnées  tangenlielles  de  la  droite  les  six  déterminants  formés 
avec  les  coordonnées  des  deux  plans  ijui  définissent  la  droite. 
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In  =  o  exprime  que  les  droites  /  et  ii  sont  dans  un  même  plan  ; 
/N=  o  exprime  que  le  point  N  est  sur  la  droite  /; 
/v  =  o  exprime  que  le  plan  v  contient  la  droite  /. 

Je  ferai  à  ce  sujet  les  remarques  suivantes  : 

ioaN  =  o  se  traduit  en  oréométrie  cartésienne  par  une  équa- 
tion linéaire  homogène  par  rapport  aux  coordonnées  de  A  et  aussi 
par  rapport  à  celles  de  N.  Si,  en  particulier,  les  éléments  A  et  N 
sont  respectivement  dérivés  d'ordres  p  et  q,  d'un  point  X,  AN  =  o 
représente  l'équation  ponctuelle  d'une  surface  de  degré  p  -\-  q. 
Mais  A  et  N  peuvent  être  dérivés  d'un  plan  ou  d'une  droite,  de 
façon  que  ).N=  o  représente,  dans  ces  cas,  une  équation  tangen- 
tielle  ou  relative  à  l'espace  réglé. 

2"  Considérons  In  =  o.  Si  une  des  droites  est  définie  par  deux 
points,  soit  par  exemple  n=  MN,  l'égalité  signifie  que  les  deux 
droites  l  et  ^IN  sont  dans  un  même  plan  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  que  le  plan  A=  /^I  contient  le  point  N.  On  est  alors  ra- 
mené à  la  forme  aN  ==  o  déjà  examinée. 

Si,  au  contraire,  les  deux  droites  sont  définies  par  des  intersec- 
tions de  plans,  soient 

l  =   "/.rJL,  n  =:  VC7  , 

l'égalité  In  =  o  signifie  que  les  deux  droites  a-j.  et  vra  sont  dans  un 
même  plan  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  le  plan  a  passe  par 
le  point  tj.vM  =  N.  On  est  encore  ramené  à  la  forme  précédente 
aN  =  o. 

3"  Pour  IN  =  o,  deux  cas  se  présentent  suivant  que  la  droite  / 
est  définie  par  l'intersection  de  deux  plans  a  et  u.  ou  par  deux 
points  L  et  JM.  Dans  le  premier  cas,  le  point  N  étant  sur  la  droite 
Ap.  est  à  la  fois  dans  chacun  des  deux  plans  a  et  u.,  c'esl-à-dirc 
que  l'égalité  /N  =  o  se  décompose  en  deux  autres,  savoir 

},  >i  =^  o,  [Jl\  =  o, 

qui  sont  de  la  [)remière  forme  examinée. 

Dans  le  second  cas,  je  considère  deux  points  arhitraires,  mais 
fixes,  A  et  B;  la  droite  /=LM  est  l'intei'section  des  plans 
A  ::=  LMA,  [j.  =  LMB  et  l'on  est  ramené  au  premier  cas. 

4"  L'ég.dih-  /v  1=  o  se  traite  comme  la  pn'-cédenle  à  hupieile 
XV.  r  I 
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elle  correspond  par  le  principe  de  dualité.  Elle  donne  encore  lieu 
à  deux  équations  dont  on  ('valuera  facilement  les  degrés. 

5.  Si,  en  particulier,  les  éléments  /  et  N  sont  dérivés  d'un  point 
mobile  X,  l'égalité  IIS  =  o  équivaut  aux  équations  de  deux  sur- 
faces algébriques  et,  par  conséquent,  représente  la  courbe  algé- 
brique qui  résulte  de  leur  intersection.  Il  en  est  de  même  pour 
h  =  o.  ' 

J'ai  cru  devoir  remplacer  par  les  remarques  précédentes  l'expo- 
sition de  M.  Caspary,  parce  que  ces  remarques  forment  une  dis- 
cussion intéressante  et  que  de  plus  la  démonstration  de  l'auteur 
est  basée  sur  un  théorème  de  Grassmann  qui  peut  être  ignoré  du 
lecteur.  Voici  maintenant  les  applications  que  l'auteur  fait  de  cette 
théorie  à  la  génération  des  cubiques. 

6.  Soit  l'égalité 

(D  (X«,«2)(X6i6,)(X^)  =  o. 

Si  l'on  pose 

(2)  P   =  X«i«2,  Q   =  X/^i/^2. 

l'égalité  (i)  exprime  que  le  plan  X  «•  contient  la  dr-oite  PQ  et,  par 
suite,  chacun  des  points  P  et  Q;  elle  se  décompose  donc  en  deux 
autres,  savoir 

(3)  V{Xs')=o,         Q(X;r)  =  o. 

L'auteur  interprète  ces  formules  des  trois  façons  suivantes  : 

I.  —  i"  D'après  la  première  égalité  (2),  le  point  P  est  dans  le 
jdan  X«,  ;  donc  PX  coupe  «)  ; 

2°  D'après  la  même  égalité,  le  point  P  est  sur  la  droite  a^  ',  donc 
PX  coupe  «2- 

3°  D'après  la  première  égalité  (3),  le  point  P  est  dans  le  plan 
Xg-  ;    donc  PX  coupe  g\ 

PX  rencontrant  les  trois  droites  «),  r/o,  g  décrit  un  hjperbo- 
loïde.  De  même  QX  décrit  riivj)erboloïde  qui  a  pour  directrices 
/>,,  Z/o,  î^-.  Donc,  Xdéci'it  l'intersection  de  ces  deux  hvperl)oloïdes 
et,  comme  ceux-ci  ont  la  génératrice  commune  g.  cette  inter- 
section est  une  cubique. 
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IT.  —  1"  Le  plan  PQX  passe  par  la  droite  g,  d'après  les  éga- 
lités (3). 

3°  Le  point  P  décrit  la  droite  cin  et  Q  la  droite  ù-i-,  d'après  les 
égalités  (2). 

3"  La  droite  PX  s'appuie  sur  a,  et  QX  sur  ^,,  d'après  les  éga- 
lités (2). 

Donc  : 

1°  Si  le  plan  cran  triangle  PQX  tourne  autour  cV une  droite 

2°  Si  les  deux  sommets  P  e^  Q  décrivent  respectivement  des 
droites  fixes  a^  et  b.2 , 

3"  Si  les  deux  côtés  PX  et  QX  s'appuient  sur  deux  droites 
fixes  «,  et  bi, 

Le  troisième  sommet  X  décrit  une  cubique. 

III.  —  P  est  dans  le  plan  X^",  d'après  la  première  égalité  (3); 

P  est  dans  le  plan  Xrt|,  d'après  la  première  égalité  (2). 

Donc  P  est  sur  l'intersection  (Xa,)  (X»)  de  ces  deux  plans; 
d'ailleurs  P  est  sur  a-y  d'après  la  première  égalité  (2). 

P  étant  sur  la  droite  (X«i)  (Xo)  et  sur  la  droite  rto?  ces  deux 
droites  se  coupent  et  l'on  a 

(X«i)(X^ja2  =  o,         el  (le  même         (\lji)\\g)b.,  ^=  o. 

Donc  : 

1"  Si  les  trois  faces  Xrti,  X6(,  X^'  d'un  trièdre  pivotent 
autour  de  trois  droites  fixes  cii,  6),  g, 

2"  Si  les  deux  arêtes  (X«,),  (X»)  et  (X6|),  {^ g) s' appuient 
sur  deux  droites  fixes  a  2,  b-2. 

Le  sommet  X  de  ce  trièdre  décrit  une  cubique. 

7.  Généralisation.  —  Considérons  l'égalité 

(1)  (  Xrtia.  ..  .  anY\l>xb.i  ..  .  b.i„i){\c^c.i  ..  .  c.,,^)  =  o, 

([ui  reproduit  la  précédente  quand  on  y  tait 

/  =  I.         1)1  =  \ .        /?  =  (). 

On  ])(Mit  voir  par  un  procédé  analogue  au  précédent  (pie  X 
décrit  la  cubi(jue  d'intersection  de  deux  hvperboloïdes  avant  pour 
génératrice  commune  g.  Mais  l'auteur  préfère  employer  la  marche 
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suivante,  qui  montre  bien  les  relations  qui  existent  entre  une  des 
interprétations  de   ses  résultats  et  la  méthode  employée  dans  la 
Géométrie  pure  de  Chasles,  de  Steiner  et  d'autres  géomètres. 
Posons  done 

(2)  P  =  Xrti«2  .  .  .  «2/»  Q  =  X6i^2  •  •  •  ^^2/«)  R  =  XCiC-,  .  .  .  C2,i> 

ces  expressions  représentant  évidemment  des  points. 
L'égalité  (i)  s'écrit 

PQ(R/r)  =  o. 

Sous  cette  forme,  elle  exprime  qiie  la  droite  PQ  est  dans  le  plan 
R^;  si  donc  on  pose 

PQI^  =  À, 

le  plan  a  contient  d'abord  la  droite  g,  ce  qui  donne 

(3)  X,^  =  o; 

ce  plan  a  contient  aussi  les  points  P,  Q,  R  el  l'on  a,  en  particulier, 

PX  =  0. 
ou,  en  remplaçant  P  par  son  expression  (2), 
XaiCi-i . . .  a-ii^  =  o. 

Or  il  est  évident  que  cette  égalité  peut  être  écrite  en   ordre 

inverse 

Xa.>/ .  . .  a^cciX  —  o; 

sous  cette  forme,  elle  exprime  que  le  point  X  est  dans  le  plan 
AOof  •  . .  rto«,.  Le  même  raisonnement  s'ap})lique  aux  points  Q  et 
R;  si  done  on  pose 

I    Xrt2/  •  •  •  rt2«l  =  !-«•. 

(.■O-  I    X62/»-..^>2^I    =■'. 

I      Xco,,  .  .  .  CoCi     =  7TT, 

on  voit  que  le  point  X  est  dans  chacun  des  plans  a,  v,  r;?,  c'est- 
à-dire  qu'il  est  leur  intersection. 

Interprétons  maintenant  les  égalités  (3)  et  (4)  "■ 
i"   L'égalité  (3)  représente  un  faisceau  de   plans   a  tournant 
autour  de  Taxe  £;'. 

9^  La  première  égalité  (4)  montre  que  le  plan  ^  pivote  autour 
de  «,  ;  de  plus,  a  ne  figurant  (lu'une  fois   dans  l'expression  de  [j.. 
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ce  plan  [j.  décrit  un  faisceau  de  plans  homographiques  du  précé- 
dent. 

De  même  v  et  m  décrivent  autour  de  ^,  et  C|  des  faisceaux 
homographiques  du  premier.  Donc  ces  trois  faisceaux  [Ji,  v,  tït, 
homographiques  d'un  même  troisième  X,  sont  homographiques 
entre  eux;  dès  lors,  d'après  un  théorème  de  Ghasles,  le  point  X 
commun  aux  trois  plans  a   v,  m  décrit  une  cuhique. 

En  suivant  une  marche  identique  à  la  précédente,  l'auteur  dé- 
montre que,  si  l'on  prend  un  nombre  impair  de  droites  dans 
chacun  des  groupes 

rtia.2  ..  • ,     bibî-  . .,     CiCi  .  .  ., 
l'égalité 

d)'         (Xaia.2 .  . .  a2f+i){Xbi  b-j. .  . .  62,«+i)(Xci  Co .  .  .  c-in+iff)  —  o 

représente  encore  une  cubique.  Les  égalités  (i)  et  (i')  donnent 
ainsi  lieu  à  un  énoncé  très  général  dont  voici  l'application  au  cas 
particulier  où  l'on  fait  dans  chacune  de  ces  égalités 

l  ^  m  =  n  =  i . 

(i).  Si  le  plan  de  base  PQR  d'un  tétraèdre  PQRX  pivote 
autour  d'une  droite  fixe  ^,  si  les  trois  sommets  P,  Q,  R  de  cette 
base  décrivent  des  droites  fixes  ao,  b^-,  Co,  si  les  trois  arêtes  laté- 
rales PX,  QX,  RX  rencontrent  trois  droites  fixes  rt,,  è,,  C|,le 
quatrième  sommet  X  du  tétraèdre  décrit  une  cubique. 

(i)'.  Si  un  des  sommets  S  d'une  double  pyramide  triangulaire 
SPQRX  décrit  une  droite  fixe  gi,  si  les  six  arêtes  latérales  ren- 
contrent des  droites  fixes  «,,  b,,  C)  ;  «3,  b^,  C3,  si  les  trois  som- 
mets P,  Q,  R  de  la  base  commune  décrivent  trois  droites  fixes 
«2,  b-y-i  c-2,  le  sommet  X  décrit  une  cubique. 

Après  avoir  ainsi  employé  seulement  des  droites  comme  élé- 
ments fixes,  Fauteur  emploie  des  plans  et  des  points  et  considère 
l'égalité 

(X  A,a,  . .  .  A/a/)(Xn,  ::5,  . .  .  B,„  ?,„)(XC,  Vi  •  • .  G^y^).^  =  o. 

Comme  précédemmcnl,  si  l'on  appelle  ).  le  [)laii  dos  trois  points 

I'  =  XA,-a,  . .  .  \ry.,.        Q  =  Wn'i^i  ■    •  \'o,[i,n-         R  =--  VC,yi  •  •  •  G.vY;,. 
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on  voit  que  le  point  X  est  l'inlerscction  des  Lrois  plans 

|x  =  Xa/  A/  ...  ai  Al. 
v  =  Àp,„B„,...?iB„ 
w  =  A  Y,j  Cil  ...  Yi  Cl, 

liés  linéairement  au  plan  A  qui  pivote  autour  de  la  droite  g.  Donc 
ce  point  X  décrit  une  cubique. 
Ce  résultat  s'énonce  ainsi  : 

Un  plan  A  pivote  autour  d'une  droite  fixe  g. 

On  prend  les  intersections  de  ce  plan  avec  les  plans  a/,  [i„i,  Y«  ; 

Par  ces  intersections  a?./,  'h';imi  Ay,,  et  les  points  A/,  B,„,  C„,  on 
fait  passer  trois  plans; 

On  prend  les  intersections  de  ces  plans  avec  a/_, ,  ,3,„_i ,  Y«_.i ,  etc. 

On  arrive  finalement  à  trois  derniers  plans  [jl,  v,  ht  passant  par 
les  points  A,,  B,,  C|  ; 

L'intersection  X  de  ces  trois  plans  décrit  une  cubique. 

Pour  l=ni-~ii  =  },  on  obtient  nn  théorème  donné  par 
Ciiaslcs  sans  démonstration  (Aperça  historique  ;  Note  XXXllI,  'j). 


9.   L'auteur  traite  ensuite,  et  d'une  façon  tout  à  fait  analogue, 

(XAïai  .  .  .  A/a/,)(XBi  [i,  . . .  B,„  3,„)C  =  o; 


l'égalité 


il  montre  que  le  point  X  décrit  une  cubique  et  énonce  ainsi  ce 
résultat  auquel  correspond,  en  Géométrie  plane,  le  théorème  de 
Maclaurin  et  Braikenbridge  : 

Théorï:mk.  —  Si  les  côtés  d'un  polygone  gauche  PQ  .  .  .  RSX 
passent  par  des  points  fixes  A, ,  Ao,  .  •  . ,  C,  . . . ,  B^,  B, ,  5i  /e^ 
sommets  sauf  un,  P,  Q,  .  .  .,  R,  S  décrispent  des  plans  fixes 
a,,   y..,,    ...,  [i-i,  pi,   le   dernier  sommet  X  décrit  une  cubique. 
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Note  sur  les  expressions  obtenues  par  Duhamel  et  par  Lamé 
pour  le  flux  de  cJialeur  dans  les  solides  non  isotropes;  par 
M.  Carvallo. 

(Séance  du  i.5  juin  1887.) 

1.  Introduction.  —  «  Le  principe  admis  est  celui-ci  :  Lorsque 
deux  molécules  d'un  milieu  solide  athermane  et  homogène  ont  des 
températures  inégales,  la  plus  chaude  cède  à  la  plus  froide  ime 
quantité  de  chaleur  égale  au  produit  de  la  difTérence  des  tempéra- 
tures par  l'élément  du  temps  et  par  un  troisième  facteur  dé- 
pendant à  la  fois  et  de  la  distance  et  des  angles  qui  assignent  sa 
direction,  ce  facteur  ayant  toutefois  la  même  valeur  pour  deux 
directions  opposées  Vune  à  Vautre.  » 

C'est  ainsi  que  s'exprime  Lamé  (  '  )  en  parlant  du  beau  Mémoire 
de  Duhamel  (-)  sur  la  propagation  de  la  chaleur  dans  les  solides 
non  isotropes,  et  plus  loin,  parlant  de  sa  propre  théorie  : 

«  Pour  entrer  dans  la  phase  définitive  que  j'ai  indiquée,  il  ne 
reste  plus  qu'à  écarter  la  restriction  imposée  par  l'identité  admise 
des  valeurs  de  \di  fonction-facteur  pour  deux  directions  opposées 
l'une  à  l'autre.  » 

C'est  là  ce  que  fait  le  célèbre  physicien  et  il  trouve  un  résultat 
plus  général  que  Duhamel,  l'expression  qu'il  obtient  pour  le  flux 
renfermant  neuf  coefficients  au  lieu  de  six.  Ecarter  une  restriction 
et  par  là  trouver  des  résultats  plus  généraux,  tel  est,  suivant  Lamé, 
le  pi'ogrès  réalisé  par  sa  théorie.  Une  marche  analogue,  dans  l'é- 
lasticité, l'a  conduit  à  deux  coefficients  au  lieu  d'un  seul  primiti- 
vement obtenu,  «  circonstance  fort  heureuse,  dit-il,  en  ce  qu'elle 
écarte  complètement  les  objections  qui  résultaient  des  expériences 
de  M.  Wertheim  et  d'autres  jîhysieiens  ». 

L'avantage  n'est  pas  aussi  grand  dans  la  théorie  de  la  chaleur, 
car  les  résultats  de  Duhamel  sulfisent  et  la  plus  grande  généralilé 
de  Lamé   n'est   nullement  nécessitée   par  l'expérience,    de  façon 


(')  Leçons  sur  la  tliéorie  analytique  de    la  chaleur.  Discours  prcliuiinuiie, 
p.  i5. 

(-)  Journal  de  l'École  Polylechid<iue,  l.  XIH 
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(jirdle  n'inlrodiiit  en  réalité  que  de  la  complication.  Il  y  a  plus, 
l'hypothèse  de  Duhamel  sur  la  fonclion-f acteur  n'a  pour  effet 
que  de  faciliter  les  intégrations,  et  je  me  propose  de  montrer  ici 
que,  même  l'hypothèse  étant  écartée,  les  formules  de  Lamé  sont 
trop  générales  et  ses  neuf  coefficients  doivent  être  réduits  aux  six 
de  Duhamel. 

2.  Loi  de  V échange  de  la  chaleur  entre  deux  points.  —  L'é- 
change de  chaleur  n'est  supposé  se  faire  qu'entre  molécules  très 
voisines.  Soient  ni  et  m'  deux  de  ces  molécules  aux  températures 
V  et  V;  on  admet  que  la  quantité  de  chaleur  qui  passe  de  m'  à  ni 
est  proportionnelle  à  l'élément  de  temps  dt  et  à  la  différence  très 
petite  de  température  V  —  V. 

Or,  si  l'on  désigne  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  mm' 
par  a,  fj,  v  et  la  longueur  mm'  par  /•,  on  a,  en  bornant  l'approxi- 
mation au  premier  ordre, 

L'échange  de  chaleur  est  donc  proportionnel  à  celte  quantité 
ou  simplement  à  celle  que  renferme  la  parenthèse.  Quant  au  coef- 
ficient de  proportionnalité ,  je  ne  ferai  aucune  hypothèse  à 
son  sujet;  il  aura  seulement,  pour  chaque  couple  de  molécules, 
une  valeur  déterminée  qui  dépend  de  la  nature  et  des  positions 
relatives  des  deux  ziiolécules. 

3.  Flux  de  clialeur  à  travers  un  élément  de  surface.  Défini- 
tion et  méthode  d'évaluation.  —  «  Si  l'on  considère  un  élément 
plan  infiniment  petit  dans  l'intérieur  d'un  corps  solide  limité  ou 
indéfini,  la  chaleur  traversera  cet  élément  dans  tous  les  sens  :  nous 
appellerons  yZi/x  la  quantitc'  de  chaleur  qui  passe  d'un  côté  moins 
celle  f[ui  passe  de  l'autre.  Cette  différence  changera  de  signe  sans 
changer  de  grandeur,  quand  on  considérera  successivement  les 
deux  côtés  du  plan  de  l'élément  (  '  )  :  le  signe  de  flux  dépendra  donc 


(')  Ce  fait  résulte  d'une  simple  eonvention  de  signe  aussi  simplement  que  la 
valeur  algél)riquc  d'un  segment  change  de  signe  quand  on  change  le  sens  dans 
lequel  on  le  compte  positivement.  Il  ne  faudrait  donc  pas  le  confondre  avec  l'hy- 
pothèse sur  la  fonclioii-facteur,  qui  seule  est  attaquée  par  Lamé. 
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du  sens  que  Ton  considérera  et  qui  sera  toujours  déterminé  par  la 
direction  de  la  normale  prise  à  partir  de  l'élément.  )> 

Telle  est  la  définition  de  Duhamel.  D'après  cette  définition,  je 
considère  un  élément  de  surface  <7  dont  la  normale  munie  d'un 
sens  est  ON.  Je  prends  un  point  m  du  côté  de  ON,  un  point  m' 
de  l'autre  coté  par  rapport  au  plan  de  l'élément  et  de  façon  que  la 
droite  mm'  coupe  t.  Je  considère  la  quantité  de  chaleur  échangée 
comme  positive  si  elle  va  de  m'  à  m,  comme  négative  si  elle  va  de 
m  à  m' .  Je  dois  faire  la  somme  algébrique  de  toutes  les  quantités 
de  chaleur  écoulées  pendant  le  temps  dt,  pour  tous  les  couples 
(m,  7?^')  formés  de  cette  façon.  Pour  cela,  je  considère  les  cylindres 
de  toutes  directions  ayant  pour  hase  t;  pour  un  de  ces  cylindres, 
je  prends  les  couples  de  points  (/;?,  m')^  tels  que  la  droite  qui  les 
joint  soit  dans  l'intérieur  du  cylindre  et  parallèle  aux  généra- 
trices; enfin  je  fais  la  somme  des  flux  ainsi  obtenus  pour  toutes  les 
directions  de  génératrices.  J'ajouterai  que,  pour  relier  entre  eux 
les  résultats  correspondant  à  ces  divers  cylindres,  j'emploie 
comme  intermédiaires  les  cylindres  circonscrits  à  une  sphère  : 
c'est  là  le  point  original  de  la  méthode. 

i.  Evaluation  du  flux  à  travers  un  élément  de  surface.  — 
I.  Je  considère  une  sphère  O  infiniment  petite,  une  direction  OA 
ayant  pour  cosinus  directeurs  a,  ^,  y,  puis  le  cylindre  circonscrit 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  OA.  Ce  cylindre  touche  la 
sphère  suivant  un  cercle  ô.  Enfin  je  prends  un  point  m  du  côté 
de  OA  par  rapport  au  plan  du  cercle  î,  un  point  m'  de  l'autre 
côté,  sous  la  condition  (|ue  la  droite  mm'  soit  parallèle  aux  géné- 
ratrices et  comprise  dans  l'intérieur  du  c}lindre.  La  quantité 
de   chaleur  qui  passe  de  m'  à  m   est  proportionnelle  (n°  2)   à 

a-T hS^ t-Y-r--  Je  fais  la  somme  de  tous  les  flux  (lui  cor- 

respondent  aux  couples  tels  que  {m,  m'),  j'obtiens  une  ([uantité 

l>:(y-% 1"  1^^ — 1"  ÏT^)  ^  '^^  dans  la(juelle,  pour  la  direction  OA, 

/v  est  une  constante  (jui  ne  dépend  que  de  la  nature  du  corps. 
Pour  une  autre  direction  OA,  ayant  pour  cosinus  directeurs  a,, 
^1,  Yi,  on  aurait  une  autre  constante  A),  cl  la  quantité  de  cluilcur 
analogue  serait 
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Si  le  corps  élail  isotrope  et  dans  ce  cas  seulement,  on  aurait  tou- 
jours 

/,  =  k. 

Remarque.  —  Dans  la  sommation  précédente,  je  peux  négliger 
les  points  intérieurs  à  la  sphère,  ou  les  introduire  sans  changer 
le  résultat;  car,  s'il  est  vrai  que  l'écoulement  de  chaleur  ne  se  lait 
.qu'entre  points  très  voisins,  néanmoins  la  distance  limite  très 
petite  est  finie.  Ainsi  les  points  que  je  considère  sont  contenus 
dans  un  cylindre  ayant  une  section  infiniment  petite  mais  une 
hauteur  finie;  au  contraire,  la  sphère  a  toutes  ses  dimensions  infi- 
niment petites.  On  peut  donc,  dans  l'évaluation  précédente, 
négliger  les  points  qui  y  sont  contenus  ou  les  introduire  indifie- 
remment. 

II.  Je  considère  maintenant  le  grand  cercle  a-  à  travers  lequel  je 
veux  évaluer  le  flux;  soit  ON  la  normale  à  ce  cercle,  ).,  [x,  v  ses 
cosinus  directeurs.  Je  considère  le  faisceau  cylindrique  ayant  pour 
base  <7  et  pour  génératrices  des  parallèles  à  OA  :  il  est  une  portion 
du  cylindre  circonscrit  à  la  sphère  et  cette  portion  est  au  cylindre 
total  dans  le  rapport  de  la  projection  de  a-  sur  le  plan  du  cercle  t 
à  ce  cercle  lui-même.  Or  ce  rapport  est  égal  au  cosinus  de  l'angle 
des  normales  ON,  OA,  et  ce  cosinus  a  pour  valeur 


aX 


?\^ 


I 


Multipliant  le  fiux  précédemment  obtenu  par  ce  cosinus  et  divi- 
sant par  0-  ch  ou  par  son  égal  zcll.,  il  vient 

Je  ferai  encore  les  remarques  suivantes  : 

i"  Le  raisonnement  précédent  ne  semble  rigoureux  que  si  Ton 
considère  le  flux  qui  traverse,  non  pas  l'élément  t  lui-même, 
mais  sa  projection  sur  le  plan  du  cercle  s;  mais  il  n'y  a  de  diOe- 
rence  que  pour  les  points  qui  sont  dans  les  onglets  compris  entre  s- 
et  £,  et,  d'après  une  remarque  précédente,  la  quantité  corres- 
pondante est  infiniment  petite  d'ordre  supérieur  à  celle  qu'on 
évalue. 
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2"  J'ai  admis  aussi  que  le  flux  qui  traverse  un  c_ylindre  de  di- 
reclion  OA  est  proportionnel  à  la  section  de  ce  cjlindre. 

Cela  est  vrai  rigoiireusement  dans  un  corps  homogène  et  serait 
vi'ai  seulement  à  un  infiniment  petit  près  d'ordre  supérieur  dans 
un  corps  hétérogène. 

3"  AAant  de  faire  la  somme   des  flux  partiels  qui  répondent  à 

toutes  les  directions  OA,  il  est  utile  d'apporter  à  ce  qui  précède 

une  modification  qui  permette  de  mettre  cette  somme  sous  la  forme 

ordinaire  d'une  intégrale.  Pour  cela,  j'appliquerai  le  raisonnement 

précédent,  non  plus  au  simple  cylindre  de  direction   OA,   mais 

au  faisceau  des  cylindres  dont  les  génératrices  sont  parallèles  aux 

droites   qui  joignent  le   centre  d'une  splière  de  rayon    i    à    tous 

les  points  d'un  élément  cIm  de  la  surface  de  cette  sphère.  Le  flux 

1       11          /  /    ^V    ,    ..  ()V  à\\  ,      ,  ,, 

de  chaleur  '^'  [y--^ '"il '"Ï'F  /  ^^^  remplace  par  un  flux   qui 

contient  do)  en  facteur  et  qui  est  de  la  forme 


Dans  celle  expression,  K  est  une  constante  pour  la  direction  OA, 
variable  avec  cette  direction  et  f[ui  dépend  de  la  nature  du  corps. 

Ue  cette  lacon  le  nee;li"re  la  variation  de  a 1-  j h  "'-—  pour 

les  directions  renfermées  dans  le  cône  d'ouverture  ch).  Mais  il  est 
clair  que,  la  fonction  V  étant  supposée  continue  ainsi  que  ses  dé- 
lùvées,  on  ne  néglige  ainsi  que  des  termes  d'ordre  supérieur.  Enfin 
ce  flux,  qui  traverse  l'ensemble  des  cercles  normaux  aux  direc- 
tions du  pinceau  d'ouverture  cltù,  peut  être  regardé  comme  tra- 
versant le  cercle  t.  Pour  passer  de  ce  flux  à  celui  qui  traverse  a-, 
il  suffit  encore  de  multiplier  le  précédent  par  aX+  |3ul  +  w,  car 
on  néglige  ainsi  seulement  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur. 
En  résumé,  le  flux  qui  traverse  o- parallèlement  au  faisceau  des  di- 
rections définies  |)ar  le  couc  d'ouverture  cIm  est,  au  facteur  près 
a-  dt, 

-       o  ■     /    /   '^V       .o\'         d\\ 

(  xA  -h  j|j.  —  -'■■'  )  '^-  '<^J  ("^  \ 1-  P  --^i i-  Y  -r     • 

\      <tr  <>y  '   Oz ] 

Ul.    Il   resle  à  luire  la  somme  de  tous  ces  flux  partiels  de  lacon 
à  einbiMsser  tous  les  coujjIcs  d<'  points  (///,  m').  11  \it'iil  ainsi  poui' 
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le  iliix  correspondant  à  rélémenl  i  de  normale  ON 

+  ,.  (/k  ?„  ^^u.  'iX  H-/K  ?.  d.  "1  +/k  ?-,  <^c.  ^) 

Les  inlégralions  doivent  être  étendues  à  un  hémisphère, 
d'ailleurs  arbitraire,  de  façon  à  comprendre  et  une  fois  seulement 
chaque  couple  (/«,  m'). 

5.  Conclusion.  —  Comme  on  volt,  l'expression  précédente  du 
flux  ne  contient  que  six  coefficients 

D  =  /K;3Yrfco.         E  =  /KYarfw,         F  =  /Ka^c?w. 

Ce  résultat  est  identique  à  celui  de  Duhamel.  Au  contraire,  Lamé 
trouve  des  valeurs  distinctes  pour  les  neuf  coefficients  des  dérivées 

-— >  ^— >  — -  ;  et  ce  résultat  ue  coïncide  avec  le  précèdent  que  dans 
Ox    ôy      dz  ri 

le  cas  appelé  par  Lamé  cas  de  l'égalité  symétrique.  Or,  dans  l'ana- 
lyse précédente,  on  a  écarté  celte  restriction  que  la  fonction- 
facteur  ait  la  même  valeur  pour  deux  directions  opposées.  Ce  n'est 
donc  pas  à  ce  fait,  mais  à  une  imperfection  de  son  analyse  qu'est 
due  la  plus  grande  généralité  de  Lamé,  et  cette  imperfection  est, 
pensons-nous,  dans  la  définition  qu'il  donne  du  llux. 

En  cfl'et,  il  considère  un  cylindre  C  normal  à  a-,  ayant  pour  base 
cet  élément  et  tracé  seulement  d'un  cùlé  de  lui.  La  quantité  de 
chaleur  envoyée  par  ce  cylindre  à  toute  la  région  du  corps  située 
de  l'autre  côté  du  plan  de  l'élément  est  ce  que  Lamé  appelle  [qJIux 
élémentaire  correspondant  à  a.  Celte  définition  peu  rationnelle 
n'introduit  pas  tous  les  couples  de  points  tels  que  la  droite  qui 
les  joint  traverse  o-  et  en  introduit  qui  ne  satisfont  pas  à  cette 
condition;  elle  ne  permet  pas  de  reprendre  le  calcul  de  Duhamel 
ni  le  raisonnement  que  je  viens  de  présenter.  Il  y  a  plus,  on  voit 
mluilivcnicuL  (juc,  en  prenant  n'importe  quelle  délinilion,  plus 
arbitraire  encore  (juc  la  dernière,  on  arriverait  pour  le  llux  à  une 
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expression  de  la  foi^mc 

A  —  -f-  B  -—  H-  C  ^     7  r//, 
ox  oy  oz  ] 

dans  laquelle  A,  B,  G  sont  des  constantes  qui  dépendent  de  la  di- 
rection ON.  On  aurait  donc,  comme  Lamé,  neuf  coefficients  pour 
les  trois  flux  coordonnés,  et  cela  sans  se  donner  la  peine  de  faire 
aucun  calcul. 


Démonstration  nouvelle  de  la  propriété  fondamentale  de  P in- 
tégrale euléricnne  de  première  espèce;  par  M.  Lerch,  docent 
à  l'Ecole  Polytechnique  tchèque  de  Prague. 

(Séance  du  i5  juin  1887.) 

Plusieurs  démonstrations  ont  été  données  de  la  formule 

r(5)r(0. 


X 


^{v  —  zy-^dz  = 


r(5-hO' 


quoiqu'elles  ne  laissent  rien  à  désirer  à  l'égard  de  la  clarté  et  de  la 
simplicité,  je  crois  néanmoins  que  la  démonstration  suivante  ne 
serait  pas  superflue  en  se  fondant  sur  les  principes  de  la  théorie 
des  fonctions  et  sur  le  théorème  de  Cauchy  sur  les  intégrales 
prises  entre  des  limites  imaginaires. 

Je  suppose   connues   les  deux  propriétés  fondamentales  de  la 
fonction  gamma,  savoir 

r(a  +  i)  =  ar(a),         r(a)  r(i  -  a)  =  -^^  , 

■dont  la  seconde  prouve  que -^ — -est  une  fonction  Iransccndanlc 
entière  de  a. 

Soient  5,  t  deux  quantités  complexes  dont  les  parties  réelles 
sont  positives  et  considérons  l'intégrale 

(0  H(-v,  0=    f  z<'H^-z)t-^dz, 

«-'0 

où  l'on  ])0sc 
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les  logarilhmcs  élant  pris  en  sens  arillimélique.  En  supposant  que 
les  parlies  rcolies  de  s  et  de  t  sont  supérieures  à  luniLé,  l'inlégra- 
lion  par  parties  nous  donnera  la  formule 


(^) 


B{s,r)  = 


B{s-i,  /). 


Pour  déterminer  la  nature  analytique  delà  fonelion  B(.ç,  /),  con- 


sidérons l'intégrale 


(3) 


{s,t)=f       Z'^-'iy-zy-Ulz, 


(1,0,1) 


prise  le  long  d'un  contour  fermé  (i  aa'a"ai)  enveloppant  l'origine 
au  moyen  d'un  cercle  aa'a"a  du  centre  zéro  et  du  rayon  a<^i. 

D'après  le  théorème  de  Cauchy,  celte  intégrale  ne  dépend  point 
de  la  valeur  de  a  et  nous  aurons,  comme  il  est  lacile  de  voir, 

E(5,  0=   f  --^"-Mi  — -)'-' ^-  +  e2'î''^---"  r   zs-i(i  —  jiy-idz, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

(  î)  E(s,  f)  =  lie'-^'  ain-s  B{s,  t). 

Or  l'intégrale  (3)  existe  pour  chaque  valeur  finie  de  s  et  l'on 
démontre  aisément  qu'elle  est  une  fonelion  transcendante  entière 
de  la  variable  5,  la  partie  réelle  'de  t  étant,  bien  entendu,  supposée 
positive. 

Donc  la  fonelion 

B{s,  t)T{s-i-t) 


(5) 


'I'(s)  = 


Y  (s) 


est  une  fonction  analytique  uniforme  et  l'équation  (a)  montre 
qu'elle  admet  la  période  i.  Il  s'agit  des  infinis  de  celte  fonc- 
tion-ci. Comme  le  montre  l'équation  (4),  nous  aurons 


*(5)  = 


Ef,y,  t)Y{s^  t) 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

5  bis)  <V{s)  ^  -^.c--''^''  r(i  —  5)  Y{s-ht)  E(.9.  /)• 

La  fonction  r(i  —  s)  ne  devenant  infinie  (jue  pour  5  =  i ,  2,  3,  ... 
et  r(,s-  -\-  t)  pour  ,v  H-  <  =  o,  —  i ,  —  2,  —  3,  ...  on  voit  que  les 
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infinis  de  la  fonction  <^I>(.?)  sont  contenus  parmi  les  valeurs  de  la 
forme  s  =  n,  ~  t^  —  /  —  ;?  en  représentant  par  n  un  ternfc  cpiel- 
conqiie  de  la  série  des  nombres  naturels  i,  2,  3,  .... 

Quant  aux  valeurs  de  la  forme  s  =  n,  on  voit,  d'après  le  théo- 
rème de  Caucli}^,  que  l'intégrale  (3)  s'annule  de  sorte  qu'elles  ne 
sont  que  des  points  ordinaires  de  la  fonction  ^(s).  Il  ne  s'agit 
donc  que  des  points  tels,  que  5  +  i  soit  un  nombre  entier  négatif 
ou  nul,  s  -h  t=:  —  /?.  Dans  ce  cas,  la  fonction  z^~^  (i  —  ^)'~'  sera 
uniforme  dans  le  plan  affecté  de  la  coupure  (o.  .  .  i)  et  le  théo- 
rème de  Cauchv  nous  donne 


E(5,  t)  =  Jz^-^{i-zy-^dz, 


cette  intégrale-ci   devant  être   prise   le   long   d'une  ligne  fermée 
simple  C  enveloppant  la  coupure  (0...1).  Soit,  en  particulier,  C  un 

cercle  du  rayon  -  >>  i  et  de  centre  zéro;  posant  z-  =:  - ,  il  vient 


.r-''-'(a?  —  i)'-i  dx. 


cette  intégrale  étant  prise  le  long  du  cercle  du  centre  zéro  et  du 
rayon  /•<<  i,  La  fonction  sous  le  signe  f  étant  uniforme  et  finie 
pour  .ç  --\-  i  =  - —  n  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  le  théorème  de  Gauchy 
montre  qu'on  aura,  pour  .9  4-  ^  =  —  n  (/?  =  o,  i ,  2,  .  .  .  ), 

E(5,  0  =  0- 

et  il  s'ensuit  que  la  ibnction  ne  devient  jamais  infinie,  de  sorte 
qu'elle  est  une  fonction  trcuiscendante  entière  de  .v  et,  puisqu'elle 
admet  la  période  i,  elle  sera  représentée  par  une  série  de  la  forme 

(G)  *(*)=  2  ^v;-^"',        l  =  e^^i, 

dont  les  coefficients  Av  ne  dépendent  que  de  t. 

C'est  en  combinant  les  propriétés  de  la  fonction  <!>(.?)  exprimées 
parles  formules  (5")  et  (6)  que  nous  pourrons  prouver  la  formule 
en  question.  Supposons  à  cet  cllct  que  la  partie  réelle  de  /  est 
contenue  entre  i  et  a,  tandis  que  celle  de  s  doit  être  prise  ou  nulle 
ou   entre  les  limites  (o.  .  .  1).  La  partie  réelle  de  s  -\-  t  étant  con- 
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lenue  cnlrc  les  limiles  (i  .  .  .'\),  nous  aurons 


\T(s-^t) 


H/ 

I  «^0 


^<+'->  dz 


J 


e-' z-  dz, 


c'est-à-dire 


\Y{s^t)\<i. 


Soit  iiiX'A  partie  imaginaire  de  5;  je  dis  qu'on  peut  délermincr 
une  quantité  m  telle,  qu'on  ait,  pour  chaque  valeur  de  u  supé- 
rieure ou  égale  en  valeur  absolue  à  m,  l'inégalité 


(^) 


|r(i-*)l 


o  étant  une  quantité  positive  donnée  d'avance. 

C'est  ce  qui  résulte  d'un  théorème  donné  par  M.  Prvm  (')  et 
démontré  d'une  manière  plus  simple  par  M.  Hermite  (-),  savoir 


^--^^-i^u^^^ri: 


e'-z-"  dz. 


En  effet,  on  a,  la  partie  réelle  de  —  s  étant  négative, 

/l        r*  I 

e-~z-^  dz\<    I      c-~  dz=  -  ; 
I      -  «  '^ 

on  peut  supposer  d'ailleurs  m  tel  que,  pour  |  u  \lm,  on  ait 


2. 


^,\iv^ 


{^•-r-I  — 5) 


d'où  il  suit  ce  que  nous  avons  affirmé. 
On  a  de  plus 


< 


K(.v,  / )  =  ( e2-'-^  —  1  ) 


f  z-^-^{x-zY-^dz^    f 


■,'-H\  —  zy-uiz. 


Dans  la  seconde  intégrale  du  second  membre  la  variable  ^  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

z  =  Tie^',        S'  =  (o...2-); 


(')  Journal  de  Borchardt,  t.  Si. 

{')  Ibid.,  l.  90,  Lellre  à  M.  II. -A.  Scbwarz. 


en  se  rappelant  que 


nous  aurons 


-1  I  _  p-ii::!  I  mS-\ 


«^  (  a  a'  a"  a  i 


et,  puisque  la  partie  réelle  de  5  et  de  ^  —  i  est  positive,  cette  quan- 
tité est  moindre  que 


On  a  enfin 


X 

f  z^-Ui—z 


e-"^  d"^ 


)«-•  dz 


f- 


'  dz  =  \os-^ 


de  sorte  que 

I  E(>,  t)\<:\e-^-'-^—i\\og^  ^  f 


"^  d?j. 


Le  premier  membre  étant  indépendant  de  a.  on  doit,  en  faisant 
y.  converger  vers  l'unité,  que 

I  g—u2TZ 


(T) 


Eis,  OU 


En  combinant  la  formule  (5  bis)  avec  les  inégalités  (a),  (  p),  (y), 
on  trouve 

I     /  I  \    I  /j  — h271 

|1.(.0e^-^'l<  '  ''    ^'' 

Si  donc  u  est  positif  on  peut  déterminer  m  tel  que  pour  u^  m 

.    i  —  e-"-'^        -.     , 
on  ait <<  0,  de  sorte  que 


(  a  ) 


\^iHs)e^'^i\<2.(-^^o\. 


et,  si  ic  est  négatif,  on  pourra  trouver  ni  tel  cpie,  pour  —  ulnt,  on 

ait 

„      (i  — e-2«iî) 

it  ^ 

de  sorte  (pi'on  aura 
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La  fonction  ^(s)  admettant  la  période  i,  il  suit  des  inégalités 
(a),  (a')  qu'on  pourra  déterminer  une  quantité  p(=:e~'"")  telle 
que,  pour  cliaque  valeur  de  z,  moindre  en  valeur  absolue  que  p  et 

pour  chaque  ^'  plus  grand  en  valeur  absolue  que-?  il  subsiste  des 
inégalités 


H     A4 

iA„= 


ï'SV-l 


<o', 


o' étant  une  quantité  positive  donnée  d'avance.  Or  il  suit  de  (b) 
qu'on  a  nécessairement 

A„=  o,         («  =  I,  2,  3,  .  ..), 


et  Ton  obtient  de  même  de  [b') 

A-. 

de  sorte  que  nous  aurons 


(72  =  I,   2,   3,   .  ,.), 


^(s)=^  A^. 


c'est-à-dire  que  la  fonction  <I^(.'>)  ne  dépend   point  de   s.  La  for- 
mule (5)  nous  donne  d'ailleurs 

d'où  l'on  conclut  aisément  que  l'on  a 

Ao=r(/), 


de  sorte  qu'il  vient 


B(5,  0  = 


T(s)r(t) 


ce  qui  est  la  formule  dont  nous  avions  en  vue   l;i  di'monslration. 
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Démonstration  de  la  loi  d'inertie  des  formes  quadratiques; 
par  M.  DE  Presle  ('). 

(Séance  du  iS  mai  1887.) 

Si  une  forme  quadratique  est  décomposée  en  une  somme  de 
carrés  de  formes  linéaires  indépendantes,  le  nombre  des 
carrés  affectés  du  signe  plus  et  le  nombre  des  carrés  affectés 
du  signe  moins  sont  invariables. 

Désignons  par  Xi,  Xo,  ..-,  x„i  les  variables  dont  le  nombre 
est  m,  par  U  la  forme  quadratique,  par  n  le  nombre  des  formes 
linéaires,  qui  est  invariable,  et  considérons  deux  décompositions 
différentes  en  sommes  de  carrés  de  formes  linéaires  indépendantes. 
Dans  la  première  décomposition,  désignons  par  P,,  Po,  .  .  . ,  P^^ 
les  formes  linéaires  dont  les  carrés  sont  positifs,  par  Q,,  Qo,  . .  ., 
Qp  les  formes  linéaires  dont  les  carrés  sont  négatifs  ;  dans  la 
seconde  décomposition,  désignons  les  mêmes  choses  par  les 
mêmes  lettres  accentuées,  nous  aurons 

(  U=PÏ-f-PH-...-i-P^-Qf-Q|-...-Q^ 

Remarquons  que  Ton  a 

a  -i-  ^  =  a'-i-  P'=  71. 

11  s'agit  de  démontrer  que  l'on  doit  avoir 
a  =  a,         ^  =  ^'. 

Si  ces  égalités  n'avaient  pas  lieu,  on  aurait 

a -h  ^'<  a' -h  3         ..Il  a-4-P'>  a'-h^. 

Supposons 


(')  Le  présent  Travail  suppose  connue  la  lliéorie  de  la  résolution  des  équations 
linéaires  de  M.  V..  Itmiclié,  |iul)li(';e  tluns  le  Journal  de  l'École  Polytechnùjue 
en  1882. 
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on  en  dédnil 

a  4-  3'<  «. 

L'éqnalion  (  i)  peut  s'écrire 

^^j  \        l'î-  Ii-...-Pi-^Q?-i-Q^  +  ...-Q';? 

Considérons  les  équalions  linéaires 

n)P,=  o,      P2=<),      ....     Pa=o;      Q;  =  o.      Q;  =  o Q,3=o; 

si  on  les  résout  par  rapport  aux  variables  J",,  Jt^o,  ...,  x„i,  elles 
sont  satisfaites  par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  ces  va- 
riables, et  le  degré  d'indétermination  est  /«  —  k,  k  étant  le  degré 
du  déterminant  principal  des  coefficients  des  variables  dans  les 
équations  (3).  Or  /,•  est  au  plus  égal  à  a -r  |j'  qui  est  moindre 
que  n  ;  donc  le  degré  d'indétermination  est  supérieur  à  m  —  n. 

Pour  chacun  des  svstèmes  des  valeurs  des  variables  satisfaisant 
aux  équations  (3),  les  fonctions  linéaires  du  second  membre  de 
l'équation  (2)  sont  nulles,  et  Ton  a 

(  »,  =  o,        Dj  =  0.        ....        Qa  =  o, 

les  valeurs  satisfont  donc  aux  équations 

(4)P,  =  o,      P2=o.      ...,      Pa=o:      Qi  =  o.      O.^o.      ....      Qp=o. 

Mais  le  déterminant  principal  des  coefficients  des  variables  x^, 
x.2i  ■•■,  Xm,  dans  les  équations  (  4  ),  est  de  degré  n,  si  on  les  résout 
par  rapport  à  ces  variables,  le  degré  d'indétermination  est  m  —  /?  ; 
elles  ne  peuvent  donc  pas  être  satisfaites  par  des  svstèmes  dont 
l'indétermination  est  d'un  degré  supérieur  à  «?  — /?. 

Ainsi  il  n'est  pas  possible  de  supposer 

On  ne  peut  avoir 

a  -T-  ^'  >  n. 
car  on  en  déduirait 

'x^  '^.  <  n. 

et  un  raisonnement  identique  au  précédent  prouverait  l'impossi- 
bilité de  cette  hypothèse. 


On  aura  donc 


=  n: 
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ces  équalious  rapprochées  des  équations 

a  -,-  li  =  a'  -^  ;î'  =  ti 
donnent 

a  =  a',  Tj  =  3'. 


C.     Q      F.     I). 


Lettre  de  M.    Tissot  sur  une  Note  insérée  au   Bulletin. 

M.  Tissot  a  adressé  à  l'un  des  secrétaires  de  la  Société  la  Lettre 
suivante  : 

«  x\  propos  de  la  Note  de  iNI.  Laisant  Sur  les  transformations 
planes  non  isogonales  insérée  dans  le  dernier  numéro  du  Bul- 
letin, permettez-moi  de  rappeler  que  j'ai  énoncé,  il  v  a  longtemps, 
les  propriétés  fondamentales  de  ces  transformations  (t.  XLIX  des 
Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences)  et  que,  depuis, 
j'en  ai  développé  les  conséquences,  au  point  de  vue  de  la  défor- 
mation, dans  un  Mémoire  sur  la  représentation  des  surf  aces  et 
les  projections  des  cartes  géograpliiques,  édité  par  M.  Gauthier- 
Villars  en  1881.  Le  parti  que  ]\L  Ulysse  Dini  a  tiré  de  ces  pro- 
priétés pour  établir  une  théorie  nouvelle  de  la  courbure  des  sur- 
faces {Volumi  dell'  Accademia  dei  JTL,  3^  série  t.  I),  et  une 
remarque  dudit  Mémoire  au  sujet  des  transformations  dans 
l'espace,  justifient  d'ailleurs  pleinement  les  considérations  par 
lesquelles  M.  Laisant  termine  sa  Note.  » 
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EXTRAITS  DES  PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  S  NOVEMBRE  1886. 

PnÉSIDEXCE   DE   M.    POINCARÉ. 

Elections  :  M.  Stielljes,  présenté  par  MM.  de  Presle  cl  Poiii- 
caré,  et  M.  Haupiniann,  présenté  par  MM.  Mercereau  et  Maurice 
Lévy,  sont  élus  à  l'unanimité. 

Communicalions  : 

M.  de  Presle  :  Sur  la  défiiiitioii  de  V intégrale  définie. 

M.  Fouret  :  Sur  certains  mouvements  dans  lesquels  les  arcs 
d' une  courbe  sont  décrits  dans  le  même  temps  que  les  cordes 
cori  cspo n  dan  tes . 

M.  Humbert  :  Sur  le  théorème  d'Abel. 


SÉANCE   DU    17  NOVEMBRE   188(i. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    ANDRÉ. 

Election  :    M.  Duncan,  présenté  par  MM.  Craig  et  Pôincaré, 
est  élu  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  certains  déterminants. 

M.  Humbert  :  Sur  les  courbes  gauches  algébriques  qui  peu- 
vent être  des  lignes  de  courbure  de  surfaces  algébriques. 
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SÉANCE  DU    P'  DÉCEMBRE   1886. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    POINCARÉ. 

Communications  : 

M.  de  Presle  :  Sur  le  produit  de  deux  déterminants. 

M.  Weil]  :  Sur  les  figures  symétriques. 


SÉANCE    DU   13  DÉCEMBRE   1880. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    FOURET. 

Élections  :  M.  Brunel,  présenté  par  MM.  Appell  et  Poincaré, 
M.  Thewiss,  présenté  par  MM.  Neuberg  et  Lemoine,  MM.  Liou- 
vllle  et  Baberena,  présentés  par  MM.  Poincaré  et  Humbert,  sont 
élus  à  l'unanimité. 

M.  Caspary,  professeur  au  Collège  Humboldl,  à  Berlin,  assiste 
à  la  séance. 

Communications  : 

M.  Catalan  :  Sur  le  dernier  théorème  de  Fermât.  —  Sur 
l'application  de  la  perspective  aux  séries.  —  Sur  la  formule 

=  a,  où  X  est  une  fonction  entière  impaire 


/ 


_„    ^^-X-^v/X2^-I 
de  X. 

M.  (^aspary  :  Sur  les  surfaces  podaires  et  directrices 


SÉANCE  DU  5  JANVIER   1887. 

PRÉSIDENCE   DE   51.    POINCARÉ. 

La  Société  procède  au  renouvellement  de  son  Bureau. 

Communications  : 

M.  l'oincaié  :  Sur  le  problème  de  la  distribution  électrique. 
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SEANCE  DU   19  JANVIER    1887. 


PRESIDENCE   DE   M.    FOLRET. 


Communications  :  • 

M.  Laisant  :   Sur  les  transformations  isogonales  et  non  iso- 
fi  on  aies. 

M.  Humbert  :  Sur  les  intégrales  algébriques. 


SÉANCE  DU  ^  FÉVRIER    1887. 


PRESIDENCE   DE   M.    FOLRET. 


Communications  : 

M.  Neu,  Elève  à  l'École  Polytechnique  :  Sur  un  appareil  des- 
tiné à  tracer  la  symétrique  d' une  courbe  par  rapport  à  un  axe. 

M.  Laisant  :  Sur  le  théorème  de  d'Alembert. 

M.  Perrin  :  Sur  la  théorie  des  formes  algébriques  à  p  va- 
riables et  en  particulier  sur  le  système  de  deux  formes  qua- 
dratiques ternaires. 

M.  Simonnel  :  Sur  certaines  questions  de  combinaisons. 

M.  L.  Lévy  :  Sur  les.  équations  aux  déri<iées  partielles  de  la 
forme  s  —  ofj  —  bq  —  cz--^o  et  sur  une  application  géomé- 
trique. 


SÉANCE  DU   10  FÉVRIER    1887. 


PRESIDENCE    DE   M.    FOLRET. 


Election  :  ^I.  Casparv,  présenté  par  MM.  Foiiret  et  Poincaré, 
est  élu  à  l'unanimité. 

C ommunicat ions  : 

M.  de  Presle  :  Sur  la  résultante  de  deux  forces  égcdes. 

M.  Humbert  :  Sur  les  caustiques  par  réflexion  des  courbes 
algébriques. 
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SÉANCE   DU  2  MARS   1887. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    FOURET. 


La  séance  est  consacrée  à  la  discussion  d'un  projet  dé  modifi- 
cation aux  statuts  de  la  Société,  dans  le  but  d'obtenir  la  recon- 
naissance d'utilité  publique. 


SÉANCE   DU    IG   MARS    1887. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    FOURET. 


Communications  : 
M.  Humbert  :  Sitr  les  épicycloïdes. 
M.  Caspary  :  Sur  les  fonctions  thêta. 
M.   Fouret  :  Sur  les  épicycloïdes. 


SÉANCE   DU   G   AVRIL    1887. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    FOLRET. 

M.  Carvallo,  présenté  par  MM.  Fourel  et  Humbert,  csl  éhi  à 
l'unanimité. 

M.  Klein,  Professeur  à  l'Université  de  Gottingue,  assiste  à  la 
séance. 

Communications  : 

M.  CoUignon  :  Sur  un  procédé  giaphique  d'év'aluation 
des  aires. 

M.  Klein  :  Sur  la  résolution  de  l'équation  du  vingt-septième 
degré  dont  dépendent  les  vingt-sept  ^droites  d'une  surface  du 
troisième  ordre. 

M.  Kœnigs  :  Sur  les  coordonnées  spliériques  et  les  complexes 
linéaires  de  cercles. 
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M.  Humbert  :  Sur  certaines  combes  gciuches. 
M.  Caspary  :  Sur  les  tétraèdres  desmiques. 


SÉANCE  DU  ^20  AVRIL  1887. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    FOURET. 

Communications  : 

M.  Casparj  :  Sur  un  mode  de  génération  des  courbes  dans 
l'espace. 

M.  A  icairc  :  Sur  une  propriété  des  trajectoires  lumineuses 
dans  un  milieu  hétérogène. 

M.  Fourel  :  Sur  une  A^ote  insérée  par  lui  au  Bulletin,  rela- 
tive à  certains  déterminants.  —  Sur  une  Note  de  M.  d'Ocagne 
relative  à  l'emploi  d'un  signe  conventionnel  nouveau  en  Al- 
gèbre. —  Sur  un  problème  de  Mécanique. 


SÉANCE    DU   4   MAI   4  887. 


PRESIDENCE    DE    M.    FOURET. 


Election  :  M.  Ibrahim-EGfendi,  présenté  par  MM.  Lemolne  et 
Humbert,  est  élu  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Laisant  :  Présentation  d'une  Note  de  M.  Laquière  :  Sur  la 
construction  des  points  communs  à  une  droite  et  à  une  conique. 

M.  Humbert  :  Sur  les  sur/aces  de  direction. 

M.  André  :  Sur  les  aires  des  sections  faites  dans  certaines 
surfaces  par  des  plans  parallèles. 


k 
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V 

SÉANCE   DU    18    MAI   1887. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    FOURET. 

Communications  : 

M.  de  Presle  :  Sur  la   loi  de  V inertie  dans  les  formes  qua- 
dratiques. 

M.  Simonne t  :  Sur  la  théorie  de  l'élimination. 

M.  Fouret  :  Sur  les  expressions  de  la  forme  /{x^'^-^'K 


SÉANCE    DU  V'  JUIN    1887. 


PRESIDENCE   DE   M.    FOURET. 


Communications  : 

M.  André  :  Sur  la  théorie  des  formes  quadratiques. 

M,  Humbert  :  Sur  les  arcs  des  courbes  planes  et  les  aires 
des  surfaces. 

M.  Fouret  :  Su/'  la  pression  exercée  par  un  liquide  sur  un 
cylindre  de  révolution  immergé. 


SÉANCE  DU  lo  JUIN  1887. 


PRESIDENCE   DE   M.    FOLRET. 


Election  :  M.  le  général  Tevfik-Pacha,  présenté  par  MM.  Le- 
inoine  et  Collignon,  est  élu   à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Caspary  :  Sur  les  in^ciriants  et  covariants  d' un  système 
de  formes.  —  Sur  les  cubiques  gauches. 

M.  (^arvallo  :  Sur  b/  ihéorie  du  /lux  de  chaleur. 
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SÉANCE    DU  G  JUILLET   1887. 

PRÉSIDENCE    DE    -M.    ANDRÉ. 

Communications  : 

M.  Casparv  :  Sur  les  cubiques  gauches. 


SÉANCE  DU  20  JUILLET   1887. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    FOURET. 

Élection  :  M.  Ignacio  Bejens  présenté  par  MM.  Picquet  et 
André,  est  élu  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Casparv  :  Sur  les  principes  généraux  sur  les  unités  et 
leur  application  à  la  démonstration  de  tliéorèmes  de 
M3I.  André  et  Fouret. 

M.  Garvallo  :  Sur  l'application  de  l'addition  des  vecteurs  à 
la  théorie  des  forces  parallèles. 


Théorème  sur    les    formes  quadratiques  ; 
par  M.  Désiré    André. 

(Séance  du  i'""'  juin  i<S87.) 

1.  INoiis  considérons,  dans  le  présent  travail,  une  forme  qua- 
dratique à  n  variables;  nous  supposons  que  cette  forme  soit  la 
somme  des  carrés  de  p  formes  linéaires,  indépendantes,  des 
mêmes  variables;  et  nous  nous  ])roposons  de  démontrer  le  théo- 
rème général  suivant  : 

Théorème.  —  Si  Ion  considère,  d  une  part,  le  système  des 
n  équations  linéaires  et  homogènes  à  n  inconnues  qu^on  obtient 
en  égalant  à  zéro  les  n  dérivées  partielles  de  la  forme  quadra- 
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tique  considérée,  de  Vautre  le  système  des  p  équations  li- 
néaires et  homogènes  an  inconnues  qu^  on  obtient  en  égalant  à 
zéro  les  p  formes  linéaires  indépendantes  considérées,  ces  deux 
systèmes  d'équations  sont  équivalents,  c'est-à-dire  admettent 
exactement  les  mêmes  solutions. 


2.  Pour  faciliter  la  démonstration  de  ce  théorème,  supposons, 
par  exemple,  n  égal  à  5,  et  /?  à  3.  Si  nous  désignons  par  F  la 
forme  quadratique,  par  u,  p',  x,  i',  z  les  cinq  variables,  et  par  A, 
B,  C  les  trois  formes  linéaires  indépendantes  considérées,  nous 
avons  identiquement 

F  =  A2^B2-i-G2, 

et  nos  deux  systèmes  d'équations  linéaires  et  homogènes,  à  cinq 
inconnues  chacun, sont 

\  f;  =  o, 
I  f;  =  o, 

Fl=o, 
I  A  =  o, 

C  =  o. 


Do  phis.  si  nous  posons 


A  =  «1  u  —  cij  V  -~-  a^x 

B  =  6;  »  -r-  f)2  l'  -r-  fi.sJ:' 

(J  =z   Cl  u  —  fi  ^'  -i-  cxX 


C,r-r-Cr,Z, 


nous  avons  immédiatement  les  cinq  identités 


0^) 


\Y'-  =  a:,A-i-b-,B---C:,C.. 


3.  (vclaposé.  nous  démontrerons  l'équivalence  des  systèmes  (i) 
et  (2),  en  prouvant  (pie  toute  solution  (hi  sxslrme  [:>.)  satisfait  au 
système  (i),  et  réciproquemcul . 
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En  premier  lieu,  toulc  solution  du  système  (•>.)  satisfait  au  sys- 
tème (i),  car  les  valeurs  des  inconnues  qui  constituent  cette  solu- 
tion, annulant  }>ar  hypothèse  A,  B,  C,  annulent  aussi  les  seconds 
membres,  et  par  conséquent  les  premiers,  des  cinq  identités  (X). 

Réciproquement,  toute  solution  du  système  (i)  est  une  solution 
du  système  (2). 

En  effet,  les  valeurs  des  inconnues  qui  constituent  cette  solu- 
tion du  système  (i),  annulant  les  premiers  membres  des  cinq  iden- 
tités (a),  annulent  aussi  les  seconds,  de  telle  sorte  que,  si  l'on 
désigne  par  A^,  Bq,  Co  les  valeurs  que  prennent  A,  B,  C  pour  ces 
valeurs  des  cinq  inconnues,  ces  trois  valeurs  Aq,  Bo,  Go  consti- 
tuent une  solution  du  système  des  cinq  équations  linéaires  et 
homogènes  à  trois  inconnues 

«1 A  -!-  61 B  -^  Cl  G  =  o. 
«2  A  -i-  6,  B  -+-  c  B  =  o, 
(3; 


«sA  — ÔsBh-cjG  =0. 

Or,  les  trois  formes  linéaires  A,  B,  G  étant  indépendantes,  dans 
le  tableau 

rti     a^     «3     «4     a^, 

bi      b-i     63     6i     65, 

Cl         C2        Ci       Ci        C5 

des  coefficients  de  leurs  variables,   le  déterminant   principal   du 
troisième  ordre;  et,  dans  le  tableau 


«l 

b: 

''), 

«2 

62 

(■■2. 

«3 

b. 

Car 

«i 

b, 

Ci, 

'''.-, 

b. 

c.-. 

des  coefficients  des  inconnues  du  système  (3),  le  déterminant 
principal  est  aussi  du  troisième  ordre,  puisque  ce  nouveau  tableau 
ne  difTère  du  précédent  que  par  Forientatiou. 

Donc,  dans  le  système  (3),  le  déterminant  principal  des  coeffi- 
cients des  inconnues  est  d'un  ordre  juste  égal  an  nombre  de  ces 
inconnues j  donc   ce  système  d'équations  lin/aircs   cl  homogènes 
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n'admel  qu'une  solution  unique,  composée  d'élémenls  tous  nuls; 
donc  on  a 

Bû  =  o, 

Co=o, 

ce  qui  nous  prouve  bien  que  toute  solution  du  système  (i)  est  une 
solution  du  système  (2). 

Ainsi,  les  systèmes  (i)  et  (2)  ont  exactement  les  mêmes  solu- 
tions, c'est-à-dire  sont  équivalents. 

4.  On  peut,  de  ce  théorème,  tirer  de  nombreux  corollaires. 
Nous  en  citerons  seulement  deux  :  les  deux  qui  nous  paraissent 
les  plus  importants. 

o.  Corollaire  I.  —  Le  déterminant  principal  des  dérivées 
d'une  forme  quadratique  est  d'un  ordre  égal  au  nombre  des 
carrés  indépendants  à  la  somme  desquels  on  peut  réduire  cette 
forme. 

En  effet,  les  systèmes  (i)  et  (2)  étant  équivalents,  leur  degré 
d'indétermination  est  le  même.  Nous  savons,  de  plus,  que  ce  degré 
est  égal,  pour  chaque  système,  à  l'excès  du  nombre  des  inconnues 
sur  l'ordre  du  déterminant  principal.  Comme  le  nombre  des  incon- 
nues est  le  même  dans  les  deux  systèmes,  l'ordre  est  le  même  aussi  ; 
et  comme,  finalement,  dans  le  système  (2),  l'ordre  du  déterminant 
principal  est  égal  au  nombre  des  carrés  indépendants,  notre  pre- 
mier corollaire  se  trouve  démontré. 

6.  Corollaire  II.  — Pour  qu'une  forme  quadratique  F  se 
réduise  à  la  somme  des  carrés  de  p  formes  linéaires  indépen- 
dantes.^ il  faut  et  il  sa  (fit  que,  dans  les  dérivées  partielles  de  ¥ , 
le  déterminant  principal  soit  (V un  ordre  égal  à  p. 

D'abord,  cette  condition  est  nécessaire,  car,  si  la  Ibrme  F  est  la 
somme  de  p  carrés  indépendants,  d'après  le  coroUain;  précédeni 
le  déterminant  princi[)al  est  d'un  ordre  égal  à  p. 

'  Celte  condition,  d'ailleurs,  est  suffisante.  Supposons,  en  elFcl. 
que  le  dc'-lei  iniii;iiil  piiii(i|);il  des  d('rivées  soit  d'un  oidre  égid  \\  p. 
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Si  la  forme  f|uaclralique  considérée  peut  se  réduire  à  une  somme 
de  carrés  indépendants,  le  nombre  de  ces  carrés,  d'après  le  corol- 
laire précédent,  ne  peut  être  que  p.  Or  cette  réduction,  on  le 
sait,  est  toujours  possible.  Donc  la  condition  énoncée  est  suffi- 
sante, et  notre  second  corollaire  se  trouve  démontré. 

7.  Le  théorème  et  les  corollaires  qui  précèdent  ont  été  pré- 
sentés, pour  la  première  fois,  à  la  Société  philomathique  de  Paris, 
dans  sa  séance  du  12  mars  1887.  Nous  ne  prétendons  point  qu'ils 
ajoutent  rien  d'essentiel  à  la  théorie  des  formes  quadratiques; 
mais  nous  nous  estimerions  très  heureux  si  l'on  jugeait  qu'ils 
peuvent  être  introduits  dans  l'exposition  de  cette  théorie,  et  y 
apporter  quelque  abréviation  ou  simplification. 


S  ui  le  coefficient  du  terme  généraldans  certains  développements: 
par    M.    A. -H.    Aingliiv. 

(Séance  du    ij  juin    1887.) 

La  présente  Note  a  pour  objet  de  compléter  les  résultats  obtenus 
par  l'auteur,  dans  un  Mémoire  Sur  le  coefficient  du  terme 
général  dans  certains  développements,  publié  en  1886  dans  le 
Journal  de  Mathématicpœs  pures  et  appliciuées. 

Rappelons  sommairement  un  théorème  obtenu  dans  ce  Mémoire, 
et  auquel  on  aura  souvent  à  se  reporter  :  ce  théorème  est  exprimé 
par  l'équation  suivante 

{\^  ax  -^.  .  ,-^  a"^x'^)(\-^  bx  -\-. .  .-r-  b'^x"){i-^  ex  ■^-.  .  .^  C-x"-) 
=  ï-\-  hxx  -\-  h<iX--^ . .  .-7-  hnX"  -+-  (/i.î+i  —  s„+i)x'^-^^ 

+  (  A;,+2  —  s„^r  /?,  )a"«+2  -4- .  .  .  ^  (  //„+„,  —  5„+i  /t,„-i  ).r«+'«  -+-.... 

où  s,-  représente  la  somme  a''-{-  b'-r-  C,  cl  /i,i  la  somme  des  pro- 
duits homogènes  de  degré  n,  des  lettres  a.  h,  c  et  de  leurs  puis- 
sances. 

Le  coefficient  de  x'-'^'^p  dans  ce  développement  peut  être 
exprimé  d'une  autre  manière  plus  commode  :  ce  coefficient  est  en 
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elFet  celui  de  x'-"^p  dans  le  produit  de 

a".T'i{\-\-  «-i^—i-!-. .  .-f-  a-"x-'^) 

par  deux  expressions  analogues  en    b  ei  c\    il   est  donc  égal  à 
(("b'^c"^  multiplié  par  le  coefficient  de  x-"^p  dans  le  produit 

(  I  -\-  rt-i  a?-'  -H ...  -f-  a-"  X-"  ) 

X  (i  +  b-^x-^-h.  .  .-h  b-"x-")(i-h  c-'.r-i-f-.  .  .-4-  c-'^x-'^), 

c'est-à-dire  finalement  à  (abc)" h\i_  ,  où  /i\^  est  la  somme  des  pro- 
duits homogènes  de  dee^ré  n,  de  -  ■>  -r  ?  -  et  de  leurs  puissances. 
^  ^  a    b    c  ^ 

Cela  posé,  considérons  la  formule  démontrée  dans  le  Mémoire 
précité 

I 


{i  —  ax){i  —  bx){i  —  ex) 


I  -h  /il  a-  -f- . . .  4-  A„a7«  -r  /*„+!  3-"+» 


Dans  ce  Mémoire,  nous  avons  obtenu,  toutes  les  fois  que  n  est 
multiple  de  /;«,  la  somme  de  la  série 

.  .  .   fi,iU       .     n,i-k^„iJ  -t-  .  .  .  -t-  ii,i^,-„i.L  —!-.... 

Nous  allons  donner  un  résultat  analogue,  quelle  que  soit  la  va- 
leur de  n,  et  en  faire  une  application  semblable  à  celle  que  nous 
avons  faite  dans  le  cas  précité. 

Proposons-nous,  pour  commencer,  de  trouver  la  somme  de  la 
série 

. .  .  +  h,iX"  +  //„+3.r"+3  4-  .  .  .  +  A„+3,..r"+3,-^  , .  . 

pour  toutes  les  valeurs  de  /?. 
Dans  l'équation 

•   I 

(i  —  ax){i  —  bx)(\  —  ex) 


=  ,..-+-  /?„a-«  +  hn+y  ,r"^'  -H  . . . , 


remplaçons  x  par  xy  et  supposons  n   de  la  forme  3/«  +  .s\  Nous 
avons 

.  .  -+-  hx"y^"t  -f-  .  .  .  -i-  /i„+3  j'«+3  7'3/M-+-3_^  .  .  . 


-+-  h„+6X"-^^f^">-^^-i-  . . .  ; 

d'où,  faisant  successivement   )'  égal  à  a,  |3,  y  (racines    cubiques 

de  l'unité),  ajoutant  les  résultais  et  observant  fjue  a' H- ^' -4- Y'=:o, 

sauf  quand  /■  est  un   multiple  de  3,  auquel  cas  la  valeur  de  cette 

XV.  i3 


—   194  — 
expression  est  3,  nous  aui'ons 


I 


a-*'(  I  —  aaj")...     '    ^■"•"(i  —  ci'jX)...     '    y*''  —  a-'^x)... 

où  l'exposant  5  représente  o,i  ou  2  selon  que  /i  est  de  la  forme 
3m,  3/?i  +  I  ou  3m  ^  2. 

Lorsque  le  second  membre  de  cette  équation  est  réduit,  le  dé- 
nominateur peut  se  mettre  sous  la  forme 

(  I  —  à^x^  )(  I  —  b'^x^ )(i  —  c^^-') 

et  le  numérateur  est  la  somme  de  trois  termes  semblables,  dont  le 
premier  est  le  produit  de 

a-*  (  r  —  a'^x){i  —  a^'^x) 

par  deux  expressions  analogues  où  b  et  c  remplacent  a.  Or  ona 

{1  —  a<jx){i  —  a^(x)  =  I  -T-  a^a  H-  a-^-a"-: 

le  premier  terme  du  numérateur  peut  donc  s'écrire 

a-*7i  -i-  a X y.  —  a- x'^ 7.'^ ){i  -7-  b X y.  ^-  b- x- 'x-)(i  ^-  c X X  -^  c^ X- :fi) 

ou 

a-' ( I  -^  Al  j: a  -4-  Ao .r2 a- -J-  .  .  .  -^  Ag x^t.^); 

le  deuxième  et  le  troisième  ne  diffèrent  du  premier  que  parla  sub- 
stitution de  [il  et  "'  à  a. 

Ajoutant  ces  trois  termes  et  faisant  successivement  s  =  o,  i  et  2. 
les  valeurs  correspondantes  du  numérateur  deviennent 

3  (  I -r- A3  a"'* — Acar^),      o(  AiX  -^  A'^x'* }     et     3(  A^a:-— As-t**), 

et  l'on  a  ainsi 

(F)         ^  B3 

(  (1  —  a^x^){i  —  b^x'^){i  —  c^x^)' 

où,  en  vertu  du  lemme,  B3  représente 

•  -^('^3 — s,i)x'^-^  iJL-x^,     hiX  ^- \x-h'^x'*     ou     h-2x'^-\-  \x^h\x'^ 

selon  que  n  est  de  la  forme 

Zth,     3  «i -f- 1     ou     3  m  —  2, 

u.  désignant  le  produit  abc. 


—  19o  — 

On  peut  voir  maintenant,  comme  dans  le  travail  déjà  cité,  qu'en 
multipliant  successivement  chaque  membre  de  l'équation  fonda- 
mentale 

a"^-^(b  —  c)-^  b"-^-i(c  —  a)  -H  c"+^-{a  —  b)  =  khn, 

OÙ  /.•  représente 

a-(b  —  c  )  ^-  b-i  c  —  a)  —  c-(a  —  b), 
par 

o'^-7-b^-^c^     ou     .V3, 

on  obtient  l'équation 

an+ï(^bi -^  c? )!•  {b  —  c)  —  b"+^(c^ -i-  a^  Vi c  —  o)  -^  c"-^^-( a"^ -r-  b^yia  —  b) 

on  (.Ç3 —  i)''[/i]rt+v-  représente  la  suite 

<•'•  /,    ,.<■/•- 17,       „  _i_  ^^  ^  ■   ^1-  2  /, 

1.2/ 

Développant  (^^jc'' —  i)'",  on  voit,  en  s'appuyant  sur  la  formule 
(F),  que,  pour  toutes  valeurs  de  ;?,  la  série  précédente  est  le  coef- 
ficient de  x"'^^''  dans  le  développement  de 


(i  —  a-'j"5)(i  —  h'^x^ }(i  —  c^.r-^  )' 

ce  coefficient  est  donc  égal  à  l'expression 

ai+i  (  ^,3  _  c3  )'•(  6  —  c)  -r  6«-t-2(c3  -^  a^Yic  —  a)  -+-  c«+2  (  «s  _  ^,3  y(  a  —  b) 
a2(  6  —  cj  -h  b^{c  —  rt)  -r-  c2(rt  —  b) 

Arrivons  maintenant  au  cas  général;  pour  obtenir  la  sonmie  des 
séries 

.  .  .  -i-  /l/iU,     —r-  ii,i+„i-''  -f-  .  .  .  -r-  it-,i+,ii,-u  .    ... 

pour  toutes  valeurs  de  /?,  on  remplace  x  par  xy  dans  l'i'quation 

, r-, ^.-^7 ^  =  . . .  ^  /i„.r"  -+-/i„+,  j-«+'  ~-  /j„.,2.r«+2—  .... 

(i  —  ax)(j  —  ox){i  —  rx) 

et  l'on  suj)p(»se  /i  de  la  forme 

III />  -^  s. 
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On  a 

^ =  .  ..  —  h„X''  r"'P  —  .  .  .  -t-  /i  n---m  T"-^'"  ymp^m  _  .  .  . 

ys{\  —  axy)... 

Faisant  ensuite  y  successivement  égal  à  chacune  des  racines 
^^lemes  ^jg  l'unité,  3c,,  ï-o ,  .  .  .,  oi„i,  ct  ajoutant  les  résultats  de  ces 
substitutions,  en  observant  que  -(î'-r)  =  o,  sauf  dans  le  cas  où  r 
est  un  multiple  de  m.  auquel  cas  -(aj)  =  /;?,  on  obtient 

m(  .  .  .  -f-  haXn-^  A„^,„  jrn+"'  —  ...  —  hn+mrX"-^""' ^  •  •  •  ) 

I  I  I 


a'j(i  —  a-x^^x)...         otjii  —  wk-ix  )  .  .  .  ^'mi^  —  aXmX)... 

l'indice  s  est  égal  à  o,  i,  2,  ...  ou  m  —  i   selon  que  n  est  de  la 
forme 

mp,     mp  -^  I ,     mp  -1-2 nip  -^  m  —  i . 

Le  second  membre  de  Tëquation  étant  réduit  au  même  dénomi- 
nateur, ce  dénominateur  sera 

(—  ^''^-l'^Ci  —  a"^x'")i\  —  b"'x"'  ){i  —  c'"x'"); 

et  le  numérateur  se  composera  de  la   somme  de  m  termes  sem- 
blables, le  premier  étant  le  produit  de 

( —  i/'«-"^a"^'(i  —  aa2T)(i  —  a'X:iX)  .  .  .  {i  —  ai,nx) 

par  deux  autres  expressions  semblables  où  6  et  c  remplacent  a. 
On  peut  facilement  montrer  que 

(I  —  ClT-iX  ){l  a7.^x)  .  .  .  {\  WXinX) 

=  I  —  rt.r  aj  -:-  «-.r- af  ^  .  .  .  —  (  ax%\^  )"'"'; 

et  ainsi  le  premier  terme   du   numérateur  est  égal  au  produit  de 
a]"^  par  les  expressions 

I  -H  «.raiH-  «-J"-  aj  —  a^x'^'x\  -h  ...  -^  («.rai  /""', 
\  —  bx-x^—h°^x^-%\-^  63^3  aj  -H...-!-(6:ra|)'«-i, 
\-^  cx-3.^-^  c-J:-rf  -T-  c'^x'^'x\  -^  .  .  .  -^  (  craj  )'"-'  ; 

il  est^donc  de  la  forme 

ay^  [,__  A,:rai— AjJ-^a'J  — Ajar^af  -h.  .  . -i- A3„j_3(a:a,)3'«-3], 

tandis  que  le  deuxième,  le  troisième,  ...,]e/«'^""^  terme  du  numérateur 
ont  la  même  forme,  en  changeant  seulement  a,  en  Xo.  a■^,^  ....  a,„. 
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Ajoutant  ces  diverses  expressions  et  faisant  s  successivement 
égal  à  o,  1 ,  2,  3,  .  .  . ,  m  —  i,  les  valeurs  correspondantes  du  nu- 
mérateur complet  deviennent  pour  5  =  0,1,  .  .  . ,  /7i  —  3 


dont  la  dernière  renferme  la  plus  haute  puissance  possible  de  x; 
tandis  que  les  numérateurs  correspondant  aux  deux  dernières  va- 
leurs de  s,  soit  jfi — 2  et  m — i,  ont  chacun  seulement  deux 
termes,  soit 

m (  A,„_i ^'«-1  -^  A2,„_i  ^2/«-i  ). 


No 


us  avons  ainsi 


...—^n,lU      -t- n,i-i-„iU,  .    /l,i-f-2/ii-^  -r- ..  .-r- /Ifi+iniX '■^  "■'  -t- ■.. 

(G)'       ^  B^^^ 

(  (I  —  a'»a:»»)(i  — 6'»a7'»)(i  — c'«a:'«)' 

011  Bm  représente 

I  -+-  (  hm  —  S,n)x"^  ^  |X"^-1  /i;„_3  X^f", 
hyX   -~{h„t+i—S,nhi)x'n+l-^  ^j,m-l/i'^_^a^im+i^ 

h,n-zX"^-^ -^  ( h.2,n-3  —  S,n h,„-z)x^"^-^  ^  |X'«-1  h'^  X^'"-^, 

/'m-2  ^"'-'  -f-  1^^'"-^  A',K- 1  ^^'«-^  (  /i'o  =  1  ), 

/i,„_i  a^'«-i  -^  !x'«-  >  A;„_2  ^2'«-i  , 
selon  que  n  est  de  la  forme 

m/?,     /??/>  —  I .      . .  . ,     mp  -T-  m  —  1 . 
On  voit  maintenant,  comme  plus  haut,  que  l'on  a 

a'i+-i^b'n-^c'"Y{b  -  c)-r-  . .  .  =  A-(^,„-  i)'[/e  ]«+,„,, 
où  {s,n —  0'^[^0n+""-  représente  la  série 

r(r  —  i)(r  —  v.)    ,.  /         w  a 
; — :; s„,    n,i+3m-T-  ,  .  ■  -t-  { —  I  )  n,i+i/ii- 
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Si  Ton  développe  [s,ujc"'  —  i V'  on  verra,  en  tenant  eomple  de 
(G),  que,  pour  toutes  valeurs  de  «,  la  série  précédente  forme  le 
coefficient  de  x"^""'  dans  le  développement  de 


(  1—  a">^x'"){\  —  b'"x"^){i  —  c"^x"' )  ' 

B;,j  représentant  une  des  m  expressions  ci-dessus  mentionnées  et, 
par  conséquent,  ce  coefficient  est  égal  à  l'expression 

fj"-^2(b"'~  C"  Y{b  —  c)  —  6'«+2 ( cm_!_ a"^Y{c  —  a) -^ c"+2 {a'"-^!)'»  Yia  —  b) 
a-^{b  —  c)  —  b-^{c  —  a)-^c^{a~b) 

Nous  pouvons  observer  que,  des  précédentes  expressions  repré- 
sentées par  B,„,  les  deux  dernières  correspondent  l'une  à  l'autre; 
tandis  que  des  m  —  2  autres,  la  première  et  la  dernière,  la  deuxième 
et  l'avant-dernière,  la  troisième  et  l'antépénultième,  etc.,  se  cor- 
respondent respectivement,  les  indices  de  h  et  h'  dans  l'une  étant 
les  mêmes  (pie  ceux  de  //  et  h  dans  l'autre. 


Théorèmes  de  Trigonométrie  ;  ^diV^l.  C-A.  Laisaint. 

(Séance  du    >    novembre   1887.) 

I.    Si  l'on  a  simultanément    les   deux    relations    linéaires 
suivantes,  entre  les  cosinus  d'autant  d'arcs  qu'on  iwudra 


(1) 


(   Al  cosxi 


—  A)  cosa?»   — 


A,2  cosx,i,^=  o, 

A„C0S(r„-4-  OL)  —  o, 


\  A 1  cos  (  ^1  --  a  )  -^  A2  cos  (x-i-T-  y.)  -^  . . 

on  aura  aussi 

(1)       Al  cos(.ri-^  0  )  -f-  A2  cos(  .ro—  0  )  -^  .  .  .  ^-  A,,  cos(  J"«-r-  0)  =  o, 

0  étant  une  quantité  arbitraire  quelconque. 

Il  suffit,  pour  démontrer  ce  théorème,  de  remarquer  que  les 
relations  (i),  si  l'on  considère  A,,  Ao,  .  . . ,  A„  comme  représen- 
tant des  lignes  droites,  expriment  que  les  projections  d'un  certain 
contour  sur  deux  directions  différentes  sont  nulles,  et,  par  consé- 
quent, que  ce  contour  est   fermé.   Donc  sa  projection  sur  toute 


I 
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aulre  direction  est  aussi  nulle,  el  conséqucniment  on  a  la  rela- 
tion (2). 

Il  est  à  peine  utile  de  faire  remarquer  que  a  doit  différer  de  A-, 
k  étant  un  nombre  entier,  sans  quoi  les  relations  (i)  se  réduiraient 
à  une  seule. 

On  a  aussi 

(3  )         Al  sin(^i—  0  )  —  A-i  sin(  a-j-i-  0  j  -i-  .  .  .  —  A„  sin(  j"„~  6)  =  o, 

car  il  suffit  de  remplacer  H  par  -  H-  ^  dans  la  relation  (2)  pour  ob- 
tenir ce  résultat. 


H.  Si  l'on  a  les  deux  relations 


Al  sin  j"i  -^-  A2  sina-o   H-    t-  A„  smx,i  ^  o, 

Al  sin(a"i^  a j  -T-  A2  sin(x2-:-  a)  ^  . . .  -i-  A,j  sin(3-„-t-  a)  =  o, 


on  aura  aussi 

(3  )        Al  sin(\ri-^  6)  -i-  A»  sin(j"2-f-  6)  -T-  . . .  -T-  A„  sinixa-r-  f)  j  =  o, 
(2)        AiCos(a-i-f-  0)  -T-  A2Cos('j?2-^  0)  -1-  ...  H-  A„cos(a7„  —  0  )  =  o. 

En  effet,  les  formules  (4)  peuvent  s'écrire 

Al  C(iS  (    -   —  .^i  j  —  .  .  .  —  A„  COS  i-  —  Ta)  =0, 

Al  COS  (--^-j"i-haj-!-...-i-  COS  A„  (  -  -i-  .r„  -f-  a  j  =  o, 
et  il  suffît  d'appliquer  le  théorème  précédent. 
III.  Si  l'on  a  les  deux  relations 


(5) 


Al  sin  j"i  -f-  A2  sin^r,  -f-  .  .  .  -i-  A„  sina„  =  o, 

AiCOSa^i  -f-  A2  005372  H-  ...-!-  A,jC0Sa7„  =  o, 


elles  subsisteront  encore  si  l'on  remplace  .Tf,  jto,  ...,  Xupor 
^i-h^,  ^o  +  'i,  •  ••.  ^«  +  0. 

Il  suffît,  dans  le  théorème  II,  de  faire  a  =  -  pour  obtenir  le  ré- 
sultat énoncé. 

IV.  Il  est  possible  que  l'on  ait  dans  chacune  des  deux  l'cla- 
tions  du  théorème  III  des  sinus  cl  des  cosinus,  sans  que  ce  théo- 
rème cesse  d'être  applicable,  au  moyen  d'une  préparation  convc- 
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nable.   Si,  par  exemple,  on    a   les   deux   termes  correspondants 
A^  cosxp  et  Ap  sin^^,  on  peut  respectivement  les  écrire 


A„  sin  I  - 


>j     et 


Si  les  signes  "diffèrent  au  lieu  de  se  correspondre,  comme,  par 
exemple,  dans  -h  A^sinjc^  et  — Apcosx^,  on  écrira 

—  \p?\nt  —  Tp)     et     —  Ap  cos(— :rp). 

Si  enfin  l'une  des  deux  relations  (5),  dans  le  théorème  III,  a 
un  second  membre  b  et  que  l'autre  ait  pour  second  membre  zéro, 
on  pourra  encore  appliquer  ce  théorème  en  écrivant 

/y  =  A  sin  —  =  6  coso, 

2 

o  ==  b  cos  -  =  6  sino. 

V.  On  remarquera  que  toutes  les  considérations  qui  précè- 
dent et,  conséquemment,  les  propositions  I,  II  et  III,  ne  s'ap- 
puient que  sur  la  tliéorie  des  projections  et  sur  la  définition  des 
lignes  Irigonométriques.  On  peut  donc  s'en  servir  pour  établir, 
sans  aucun  cercle  vicieux,  certaines  formules  fondamentales  de  la 
Trigonométrie. 

A  titre  d'exemple,  nous  allons  donner  ici,  dans  toute  leur  géné- 
ralité, les  formules  qui  fournissent  le  sinus  et  le  cosinus  de  la 
somme  de  deux  arcs.  A  cet  effet,  écrivons  les  deux  identités 
sin^  =  sin.r,  cos^r  =  cosx  sous  la  forme 


I  .sin  X  =  sinx  sin 1-  cosa"  sin  o, 

2 


I  .cosj"  =  sin  j;  cos :-  cosj:  coso, 

Le  théorème  III  s'applique,  et,  en  remplaçant  H  par  )  ,  on  a 

sin  ( X  -^y)  =  sina;  sin  |  -  -7-y  \  -r-  cos  jt  ^inj)-'. 
cos(a:  -^y  )  =  sin.r  cos  (   -  +  j'  1  -i-  cos  jtcosj-, 


c'esl-à-dire 


i^in(x-T-y)=       sinj7  cosj' -i- cosa?  sinj', 
cos{x  -T-y)  =  —  sina7  sinj'  -^  cos  a:  cosy. 
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Voici   une  autre   application.   On  a,  dans  un  triangle,  les  rela- 
tions 

a  cosB  +  b  cosA  —  c, 

b  cos  G  -f-  c  cosB  =  rt, 

que  fournit  la  seule  théorie  des  projections. 
On  peut  les  écrire 

a  cosB  -h  b  cos( —  A)  -^-  c  cos(  —  t  )  =  o, 
a  cos t: -H- 6  cos  G  -i- c  cos( — B)^o, 

et  sous  cette  forme  on  voit  qu'elles  rentrent  dans  l'énoncé   du 
théorème  I,  car  les  différences  des  arcs  sont 

-  —  B  =  Gh-A=.  —  B-T--. 
Donc 

a  cos(B  -+-  6)  -f-  6  cos (6  —  A)  -r-  c  cos (9  —  •::)  =  o, 
a  sin  (A  -f-  6)  -f-  6  sin  (0  —  A)  -i-  c  sin  (6  —  r)  =  o. 

En  particulier,  la  dernière  formule,  si  l'on  fait  f)  =:  o,  donne 

a  sinB  =  b  sin  A. 

VI.    On  peut  étendre  aisément  la  plupart  des  considérations 
précédentes  aux  fonctions  hvperholiques. 

Si  Von  a  deux  relations  de  la  forme 

AiGh.ri-i-  A2Gh:r2-i-  . . .  H-  Bj  Shj'i  -i-  Bo  Sh)^'2-i-  . . .  =  o, 


(6) 

'        (  AiShj-,^  A2Sha'2-^...-^B,Cli7i-hB,Ghj'2^...  =  o, 

ces  deux  relations  subsisteront  lorsqu'on  y  remplacera  les  arcs 

0  étant  une  quantité  arbitraire  quelconque. 

On  le  démontre  en  ajoutant,  multipliant  [)ar  e'\  en  soustrayant, 
multipliant  par  e~^,  puis  en  combinant  par  addition  et  soustrac- 
tion les  deux  résultats. 

De  la  sorte,  on  déduit  immédiatement  les  formules  d'addition 
des  identités 

1 .  Sh.r  —  Sh.rGho  -^  Ch  j"Slio. 
\  .CMx  —  Glij-  Slio  --  GIictGIio: 


l 


â02 


car,  en  ajoulant  i  ,  il  vient 

Sh(ar  — r)  =  Slij  Clij  —  Cha^  Shj, 
Gh(x-  ^  r  )  =  Sh.K  Shj  -^  Gh^  Ghj. 

Si  deux  termes  sont  de  signes  contraires,  on  les  rendra  de  même 
signe  comme  ci-dessus  en  remplaçant  Sh  JC  par  — Sh(^ — x)  et 
Ch^  par  Ch( —  x). 

Si  dans  une  relation  il  y  a  un  second  membre  b  et  dans  l'autre  o, 

on  écrira 

ô  =  ^.Clio.         o  =  A.Sho, 

ainsi  qu'il  a  été  fait  dans  l'exemple  qui  précède. 

Enfin  les  théorèmes  I  et  II  s'appliquent,  eux  aussi,  aux  fonc- 
tions hyperboliques,  et  l'on  obtient  l'énoncé  suivant  : 

Si  l'on  a  simultanément  les  relations 

{-  )  AiGlij?)  -f-  AsGh ^-0+  •  •  •  —  BiShji-(-  B2SI1J2  —  .  .  •  =  o, 

(        AiGh(;ri-r-a) -f- A,Gh(^2— a:) -i- .  .  . 

on  aura  aussi,  B  étant  quelconque, 

{        AiGh(\r,-f-0) -h  A2Gh(a?2 


(9) 

(10) 


i  ^BiShrj, -^  6)-^  82811(72-^6  ) 

i        Al  Sh  (,ri  -f-  0  I  —  A2  Sh  (  .rj  ^  0  ) 
(  -^BiClMj'i+  Oi^-BiGlKja-T-O) 


En  elfel,  si  l'on  midtiplie  la  relation  (yjparCha,  si  l'on  re- 
tranche de  (8)  et  si  l'on  divise  par  Sha,  on  tombe  sur  la  seconde 
des  relations  (6),  et  il  n'y  a  plus  qu'à  appliquer  le  théorème  pré- 
cédent. 

Ces  diverses  propositions  peuvent  être  utilisées  dans  les  calculs 
auxquels  conduisent  certaines  questions  de  Géométrie  analy- 
tique. 
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S((/'  /es  hypothèses  fondamentales  de  la  Géométrie  ; 
par  M.  H.  Poiincaiié. 

(Séance  du  2  novembre  1887.) 

C'est  surtout  en  logique  que  rien  ne  se  tire  de  rien;  dans  toute 
démonstration,  la  conclusion  suppose  des  prémisses.  Les  sciences 
mathématiques  doivent  donc  reposer  sur  un  certain  nombre  de 
propositions  indémontrables.  On  peut  discuter  si  l'on.doit  donner 
à  ces  propositions  le  nom  à' axiomes,  à' hypothèses  ou  de  pos- 
tulat, si  l'on  doit  les  considérer  comme  des  faits  expérimentaux, 
ou  comme  des  jugements  analytiques,  ou  encore  comme  des  juge- 
ments synthétiques  a  priori;  mais  leur  existence  même  n'est  pas 
douteuse. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  nous  poser  le  problème  suivant, 
intéressant  au  point  de  vue  logique  :  quelles  sont  les  prémisses  de 
la  Géométrie,  les  propositions  indémontrables  sur  lesquelles  re- 
pose cette  science,  en  excluant,  bien  entendu,  les  propositions  qui 
sont  déjà  nécessaires  pour  fonder  l'Analyse?  car  nous  regardons  les 
résultats  de  l'Algèbre  et  de  l'Analyse  pure  comme  déjà  connus  au 
moment  où  l'on  aborde  l'étude  de  la  Géométrie.  Bien  que  ce  pro- 
blème ait  depuis  longtemps  préoccupé  les  géomètres,  la  question 
ne  saurait  être  regardée  comme  épuisée. 

On  a  établi  que  le  postulalum  d'Euclide  est  indémontrable. 
Mais  ce  postulat  ne  peut  être  la  proposition  unique  sur  laquelle 
repose  toute  la  Géométrie;  car  bien  des  résultats  peuvent  être 
démontrés  sans  lui.  » 

On  ne  saurait  se  contenter  non  plus  des  propositions  énoncées, 
sous  le  nom  d'axiomes,  au  début  des  Traités  de  Géométrie.  Si  on 
les  soumet  à  un  examen  sérieux,  on  reconnaîtra  qu'aucun  de  ces 
axiomes  ne  doit  prendre  rang  parmi  les  prémisses  de  la  Géométrie. 
Les  uns  sont  des  propositions  déjà  nécessaires  pour  fonder  l'A- 
nalvse,  et,  si  ce  sont  des  hypothèses  (ce  que  Ton  peut  contester), 
ce  ne  sont  certainement  pas  des  hypothèses  propres  à  la  Géo- 
métrie; tel  est,  par  exemple,  l'axiome  suivant  :  Deux  rfuantilés 
égales  à  une  même  troisième  sont  égales  entre  elles.  iJ'aulrcs 
axiomes  ne  sont   que   des  définitions:  d'aulies  enfin   ne  peuvent 
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être  regardés  comme  indémontrables,  tel  est,  par  exemple,  le 
suivant  :  La  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  cVun  point  à 
un  autre. 

Mais,  en  deliors  des  axiomes  explicitement  énoncés,  il  v  a  un 
grand  nombre  d'hjpothèses  que  Ton  fait  implicitement  au  début 
de  la  démonstration  des  difî\'rents  théorèmes. 

Mais  ces  hypothèses  échappent  généralement  au  lecteur,  à 
moins  qu'il  ne  soit  particulièrement  attentif;  car,  bien  qu'elles  ne 
soient  pas  évidentes,  au  point  de  vue  de  la  pure  logique,  elles 
nous  semblent  telles  par  suite  d'habitudes  invétérées  de  nos  sens 
et  de  notre  esprit. 

D'ailleurs  ces  hypothèses  explicites  ou  im|tlicites  ne  sont  pas 
toutes  indépendantes  les  unes  des  autres;  on  pourrait  se  contenter 
d'en  introduire  un  moins  grand  nombre  et  les  autres  s'en  dédui- 
raient comme  des  conséquences. 

Xous  sommes  donc  amenés  à  poser  le  problème  en  ces  termes  : 
énoncer  toutes  les  hvpothèses  nécessaires  et  n'énoncer  que  celles- 
là.  Je  crois  que  ce  problème  n'est  pas  encore  l'ésolu  et  je  cherche 
à  contribuer  à  sa  solution. 

Nous  n'envisageons  d'abord  que  la  géométrie  à  deux  dimen- 
sions, ou  géométrie  plane. 

Géométries  quadratiques. 

Nous  connaissons  déjà  trois  géométries  à  deux  dimensions  : 

1°  La  géométrie  euclidienne,  où  la  somme  des  angles  d'un 
triangle  est  égale  à  deux  droits  ; 

"2.°  La  géométrie  de  Riemann,  où  cette  somme  est  plus  grande 
que  deux  droits; 

3°  La  géométrie  de  Lobatchevski,  où  elle  est  plus  petite  que 
deux  droits. 

Ces  trois  géométries  reposent  sur  les  mêmes  hypothèses  fonda- 
damentales,  si  l'on  excepte  le  postulatum  d'Euclide  que  la  pre- 
mière admet  et  que  les  deux  autres  rejettent.  De  plus,  le  principe, 
d'après  lequel  deux  points  déterminent  complètement  une  droite, 
comporte  une  exception  dans  la  géométrie  de  Riemann  et  n'en 
comporte  aucune  dans  les  deux  autres. 

Quand  on   se  borne  à  deux  dimensions,   la  géométrie  de  Rie- 
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mann  est  susceptible  d'une  interprétation  très  simple;  elle  ne 
diffère  pas,  comme  on  le  sait,  de  la  géométrie  sphérique,  pourvu 
que  l'on  convienne  de  donner  le  nom  de  droites  aux  grands 
cercles  de  la  sphère. 

Je  vais  commencer  par  généraliser  cette  interprétation  de  façon 
à  pouvoir  l'étendre  à  la  géométrie  de  Lobatchevski. 

Considérons  une  surface  du  second  ordre  quelconque.  Nous 
conviendrons  de  donner  le  nom  de  droites  aux  sections  planes 
diamétrales  de  cette  surface  et  le  nom  de  circonférences  aux  sec- 
tions planes  non  diamétrales. 

Il  reste  à  définir  ce  que  l'on  doit  entendre  par  l'angle  de  deux 
droites  qui  se  coupent  ou  par  la  longueur  d'un  segment  de  droite. 

Par  un  point  pris  sur  la  surface  faisons  passer  deux  sections 
planes  diamétrales  (que  nous  sommes  convenus  d'appeler  <://'Oi7e5). 
Envisageons  alors  les  tangentes  à  ces  deux  sections  planes  et  les 
deux  génératrices  rectilignes  de  la  surface  qui  passent  par  le  point 
envisagé.  Ces  quatre  droites  (au  sens  ordinaire  du  mot)  ont  un 
certain  rapport  anharmonique.  L'angle  que  nous  cherchons  à 
définir  sera  alors  le  logarithme  de  ce  rapport  anharmonique  si  les 
deux  génératrices  sont  réelles,  c'est-à-dire  si  la  surface  est  un  hy- 
perboloïde  à  une  nappe;  dans  le  cas  contraire,  notre  angle  sera  ce 
même  logarithme  divisé  par  \J —  i . 

Considérons  un  arc  de  conique  faisant  partie  d'une  section  plane 
diamétrale  (c'est  ce  que  nous  sommes  convenus  d'appeler  un  seg- 
ment de  droite).  Les  deux  extrémités  de  l'arc  et  les  deux  points 
à  l'infini  de  la  conique  ont  un  certain  rapport  anharmonique 
comme  tout  système  de  quatre  points  situés  sur  une  conique.  Nous 
conviendrons  alors  d'appeler  longueur  du  segment  considéré 
le  logarithme  de  ce  rapport  si  la  conique  est  une  hyperbole  et  ce 
même  logarithme  divisé  par  \J —  i  si  la  conique  est  une  ellipse. 

Il  v  aura,  entre  les  angles  et  les  longueurs  ainsi  définis,  un  cer- 
tain nombre  de  relations,  qui  constitueront  un  ensemble  de  théo- 
rèmes analogues  à  ceux  de  la  géométrie  plane. 

Cet  ensemble  de  théorèmes  peut  prendre  le  nom  de  géométrie 
quadratique,  puisque  notre  point  de  départ  a  été  la  considéra- 
tion d'une  quadrique  ou  surface  du  second  ordre  fondamentale. 
Il  y  a  plusieurs  géouK-trlcs  quadratiques,  car  11  y  a  plusieurs 
espèces  de  surfaces  du  second  ordre. 
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Si  la  surface  fondamentale  est  un  ellipsoïde,  la  i;éométrie  qiia- 
dralicfue  ne  diflere  pas  de  la  géométrie  de  Kiemann. 

Si  la  surface  fondamentale  est  un  hvperboloïde  à  deux,  nappes, 
la  géométrie  quadratique  ne  difière  pas  de  celle  de  Lobatchevski. 

Si  cette  surface  est  un  paraboloïde  elliptique,  la  géométrie 
quadratique  se  réduit  à  celle  d'Euclide;  c'est  un  cas  limite  des 
deux  cas  précédents. 

Il  est  clair  que  nous  n'avons  pas  épuisé  la  liste  des  géométries 
quadratiques;  car  nous  n'avons  considéré,  ni  Fhvperboloïde  à  une 
nappe,  ni  ses  nombreuses  dégénérescences. 

Nous  pouvons  donc  dire  qu'il  y  a  trois  géométries  quadratiques 
principales,  qui  correspondent  aux  trois  espèces  de  surfaces  du 
second  ordre  à  centre. 

Nous  devrons  v  ajouter  d'ailleurs  les  géométries  qui  corres- 
pondent aux  cas  limites  et  parmi  lesquelles  prendra  rang  la  géo- 
métrie d'Euclide. 

Comment  se  fait-il  donc  que  la  géométrie  de  l'hvperboloïde  à 
une  nappe  ait  jusqu'ici  échappé  aux  théoriciens?  C'est  qu'elle 
entraîne  les  propositions  suivantes  : 

i"  La  distance  de  deux  points  situés  sur  une  même  génératrice 
rectiligne  de  la  surface  fondamentale  est  nulle. 

2°  Il  y  a  deux  sortes  de  droites  correspondant,  les  premières  aux 
sections  diamétrales  elliptiques,  les  autres  aux  sections  diamé- 
trales hyperboliques;  il  est  impossible,  par  aucun  mouvement 
réel,  de  faire  coïncider  une  droite  de  la  première  sorte  avec  une 
droite  de  la  seconde. 

3"  Il  est  impossible  de  faix'e  coïncider  une  droite  avec  elle- 
même  par  une  rotation  réelle  autour  d'un  de  ses  points,  ainsi  que 
cela  a  lieu  dans  la  géométrie  d'Euclide  quand  on  fait  tourner  une 
droite  de  i8o"  autour  d'un  de  ses  points. 

Tous  les  géomètres  ont  implicitement  supposé  que  ces  trois 
propositions  sont  fausses,  et  vraiment  ces  trois  propositions  sont 
trop  contraires  aux  habitudes  de  notre  esprit  pour  qu  en  les  niant 
les  fondateurs  de  la  géométrie  aient  cru  faire  une  hypothèse  et 
aient  sonsré  à  l'énoncer. 
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Applications  de  la  théorie  des  groupes. 

D'après  ce  qui  précède,  le  problème  que  j"ai  posé  au  début  de 
ce  travail  se  décompose  en  deux  parties  : 

i"  Quelles  sont  les  hypothèses  communes  à  toutes  les  géo- 
niétries  quadratiques? 

2°  Quelles  sont  les  hypothèses  qui  distinguent  la  géométrie 
d'Euclide  des  autres  géométries  quadratiques? 

La  seconde  partie  du  problème  peut  être  regardée  comme  ré- 
solue ;  nous  n'avons  donc  à  nous  occuper  que  de  la  première 
partie. 

Il  y  a  deux  hypothèses  que  l'on  est  obligé  de  faire  au  début  de 
toute  géométine  à  deux  dimensions  et  que  Ton  peut  énoncer 
ainsi  : 

A.  Le  plan  a  deux  dimensions. 

B.  La  position  d'une  figure  plane  dans  son  plan  est  déterminée 
par  trois  conditions. 

Les  personnes  peu  familières  avec  les  travaux  récents  des  géo- 
mètres trouveront  extraordinaire  qu'on  puisse  tirer  de  pareilles 
prémisses  des  conclusions  précises. 

Mais  ce  résultat  n'étonnera  pas  les  mathématiciens  qui  ont  lu 
les  remarquables  travaux  de  M.  Sophus  Lie  sur  la  théorie  des 
groupes.  M.  Lie  démontre  en  effet  un  résultat,  très  surprenant  au 
premier  abord,  et  qui  peut  se  traduire  ainsi  dans  le  langage 
géométrique  : 

Si  la  position  d'une  figure  plane  dans  son  plan  dépend  d'un 
nombre  fini  de  conditions,  le  nombre  de  ces  conditions  ne  peut 
surpasser  huit. 

Nous  ferons  d'ailleurs  dans  la  suite  de  fréquents  emprunts  au 
Mémoire  du  savant  norwégien. 

Nous  allons  chercher  quelles  conséquences  il  est  permis  de 
tirer  des  deux  hypothèses  A  et  B. 

Le  plan  ayant  deux  dimensions,  la  position  d'un  point  dans  son 
plan  est  déterminée  par  deux  coordonnées  x  et  y.  Nous  ne  faisons, 
pour  le  moment,  aucune  hypothèse  sur  le  choix  du  système  des 
coordonnées;  mais  nous  nous  réservons  de  le  déterminer  plus 
complètement  dans  la  suite. 
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Supposons  qu'une  figure  plane  se  déplace;  soient  jt,}'  les  coor- 
données primitives  d'un  point  de  cette  figure;  et  J"),  j'i  les  coor- 
données de  ce  même  point  après  le  déplacement.  On  aura 

j'i  =  ']/(^,  j,  a,  p,  Y), 

où  C2  et  'l  sont  deux  fonctions  de  x  et  de  y,  et  de  trois  paramètres 
a,  ^,  V,  il  Y  aura  trois  paramètres,  puisque  la  position  de  la  figure 
dépend  de  trois  conditions. 
L'opération 

[x.y;  o(x.y,  a,  p,  7),  <l{x,  y,  a,  jB,  7)] 

définira  l'un  des  mouvements  possibles  d'une  figure  plane  et  l'en- 
semble de  ces  opérations  ou  mouvements  devra  former  un  ^/'ow/^e. 
Ce  groupe,  d'après  le  langage  de  M.  Lie,  sera  continu  et  d'ordre  3, 
puisque  les  opérations  dépendent  de  trois  paramètres. 

Parmi  les  opérations  du  groupe,  on  devra  trouver  l'opération 
identique.  Par  conséquent,  pour  certaines  valeurs  des  paramètres 
a,  |3,  V,  on  devra  avoir 

o  =  X,        <l  =  y. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  que  cela  ait  lieu  pour 


Nous  appellerons  alors  opération  infinitésimale  (ou  mouvement 
infinitésimal)  une  opération  par  laquelle  a,  jB,  v  ont  des  valeurs 
infiniment  petites  et  que  nous  pourrons  écrire 

/  ch       „  do  do  d'I        „  d'I  d'l\ 

{a;y;  :r  +  a  ^^  -  ,  ^  -  T^.'-^'+  «  ^  -^  ^  ^  -^  '  ^  j  = 


d,   .    ,       ao     ao  /.  .  Q 

erivees  -y--)  -^7  •  •  •  ?  on  a  tait  a  =  p  =  y  =^  o. 


Dans  cette  expression  on  suppose,  bien  entendu,  que,  dans  les 
do    do 
dx^  d^y 

M.  Lie  représente  une  pareille  opération  par  la   notation  sui- 
van  te 

do        „  do  do  \  /     d'il        „  d'I  d'I 


^=p{''7r:-^^7Â^'(-jt 


i" 


da       "^  f/3        '  d-;  I    '   '  \    dx  "^  d'^        '  d 
de  telle  façon  que,  si  l'on  pose 

do  d'b  ^  do  d'I  ,  do  d'b 

^-^tx-^'t-ty:      ^-fdh'^''dt^  '■^f'TF'-^'^TFr 
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on  ait,   jDOur  une  opération  infinitésimale  quelconque, 

A,  B,  C  et  S  sont  donc  des  fonctions  de  x^  de  y,  de  p  et  de  q. 

Les  opérations  A,  B,  C  peuvent  s'appeler  les  substitutions  fon- 
damentales et  toute  opération  infinitésimale  n'en  est  qu'une  com- 
binaison linéaire  ;  le  choix  des  substitutions  fondamentales  reste 
d'ailleurs  arbitraire  dans  une  certaine  mesure;  car  on  peut  rem- 
placer ces  trois  opérations  A,  B,  C  par  trois  quelconques  de  leurs 
combinaisons  linéaires. 

M.  Lie  a  fait  voir  que,  si  l'on  pose 


[A,  B] 


dkd^_dk(m        dX  d\i        dk  r/B 
dp   dx        dx  dp        dq   dy         dy    dcj 


et  si  a  et  ^3  sont  deux   quantités   infiniment  petites  quelconques, 
l'opération 

(aÂ)(^B)(aA)-'(|3B)-', 

qui  fait  forcément  partie  du  groupe,  est  une  substitution   infinitc-- 
simale  du  second  ordre,  qui  peut  s'écrire 

<^?[A,  BJ. 

Il  résulte  de  là  que  [A,  B],  [A,  C]    et  [B,  C]  sont  des  combi- 
naisons linéaires  de  A,  B  et  C,  et  que  Ton  a 


(0 


[A,  B]  =  X  A  +  [Ji  B  +  v  C, 
[A,  G]  =  X'  A  -f-  |jl'B4- v'C, 
[B,  C]  =  X"A  +  ,jt"B"-(-v"C. 


Les  coefficients  a,  [j.,  v  sont  des  constantes;  mais  ils  ne  sont  pas 
quelconques;  car  on  doit  avoir  identiquement 


(•i) 


[A,[B.  C]]-^[B,  [C.  A]]-[C,  [A,  B]]=o. 


Ce  qui  précède  contient  le  point  de  départ  de  toute  la  discus- 
sion, mais  cette  discussion  peut  être  considérablement  simplifiée  : 
i'*  Par  un    choix  conv^enable   du   système    des  coordonnées  x 

etr; 

2"  Par  un  choix  convenable  des  trois  substitutions  fondamen- 
tales A,  B  et  G. 

On  peut  d'abord  choisir  les  substitutions  fondamentales  de  telle 

XV.  j4 
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façon  que 

).  =  7  =  o 

ou  que 

[A,  B]  =  ;j.H. 

On  peut  ensuite  choisir  le  système  de  coordonnées,  de  telle 
sorte  que  A  se  réduise  à  /?,  et  par  conséquent  que  l'on  ait 

Nous  en  déduirons  pour  B  la  forme  suivante 

B  =  e!xx[/jOi(j)-+-^f),(j)]. 

Nous  avons  fait  tout  à  l'heure  une  hypothèse  sur  le  ciioix  du 
système  des  coordonnées;  mais  cette  Inpothèse  ne  détermine  pas 
complètement  ce  système. 

Nous  pouvons  encore,  sans  que  A  cesse  de  se  réduire  à  p,  rem- 
placer j'  par  une  fonction  arbitraire  de  y  et  ajouter  à  x  une  fonc- 
tion arbitraire  dejK- 

Nous  pouvons  faire  ce  nouveau  changement  de  coordonnées  de 
façon  à  simplifier  Texpression  de  B.  Si  H-,  n'est  pas  nul,  nous  pou- 
vons le  faire  de  façon  que  ^2  =  i,  B|  =  o.  Si  Oo  est  nul,  il  restera 
nul  après  le  changement  de  coordonnées,  mais  on  pourra  réduire  0) 
soit  à  Ki  soit  à  i.  Nous  sommes  donc  amenés  à  l'une  des  trois  hy- 
pothèses suivantes  : 

Oi  =  o,         02=1:         0,  =  i,         02=:o:         Bi  =  j%         00=0. 

Nous  pouvons  distinguer  deux  cas  : 

1°  Ou  bien  pi  est  nul,  ce  qui  signifie  que  les  deux  substitutions 
A  et  B  sont  permutables.  (Remarquons  en  passant  que  l'hypothèse 
qu'il  existe  deux  mouvements  permutables  peut  être  regardée 
comme  un  des  énoncés  du  posCulatum  d'Euclide.) 

On  a  alors,  soit 

soit 

2."  Ou  bien  >j.  n'est  pas  nul.  On  a  alors,  soit 

A=p.         \i  ==  cje[>-^, 

soit 

A  =p.         Ij  =  pe\>-^, 


I 
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soit 

A  =  p,         B  =pyeM. 

Examinons  successivement  ces  cinq  cas  : 

Premier  cas  : 

X=p,  B  =  q. 

Les  équations  (i)  se  réduisent  alors  à 
rfC 


dx 


=  À'/)  -+-  iji'  g  -+-  v'  G, 


(ÏVJ  ^    „  ,,  „    „ 

—  =Xyj+;^"g'  +  v  G. 

Si  v'  etv"  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  les  équations  ne  seront  compa- 
tibles que  si  l'on  a 

Il  est  permis  alors  de  supposer  que 

X'  =  jJl'  =  X"  =  [X    =  o, 

d'où 

G  =  ev'x+v"j(CTjD-f-  bq), 

a  et  b  étant  deux  constantes. 
Le  groupe 

\  =  p,         1>  =  ^ ,         G  =  e^'^+''"y(ap  -f-  hq  ) 

définit  une  géométrie  entièrement  nouvelle.  Pourquoi  Euclide  ne 
l'a-t-il  pas  rencontrée?  ou  plutôt  quelle  est  l'iivpothèse  qu'il  a 
faite  implicitement  et  qui  l'a  empêché  de  rencontrer  cette  géomé- 
trie? 

Une  substitution  infinitésimale  quelconque  a  pour  expression 

cip  -^^q  -^  -(e"''^+"^"y\ap  -\-  bq  ). 

Quels  sont  les  points  cjuc  cette  substiUilion   laisse   immobiles? 
Ces  points  sont  donnés  par  les  équations 

a  3 

gv'x-(-v"v  = = CL  , 

Y  a  Y  (} 

,,    ,  ,      .  .  „  .  a        B 

d  ou  cette  conclusion:  si  l  on  n  a  pas  -  =  ',- ?  aucun  point  ne  reste 
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iniinobilo.  Si  l'on  a  -  —  ^  ■>   une  infinité  de  points  demeurent  im- 
a       b  * 

mobiles. 

Or  il  est  bien  aisé  de  se  rendre  compte  qu'Eucllde  fait  à  chaque 
instant,  sans  l'énoncer,  l'hypothèse  suivante  : 

Si  une  figure  plane  ne  quitte  pas  son  plan  et  si  deux  de  ses 
points  restent  immobiles,  elle  reste  tout  entière  immobile. 

C'est  cette  hypothèse  qui  nous  forcera  à  rejeter  la  géométrie 
particulière  qui  est  fondée  sur  la  considération  du  groupe  dont  je 
viens  de  parler. 

Si  v'=:  v"=  o,  ou  trouve 

G  =p{\'x  -f-  X"7)  +  q{\i:x  +  vxl'y), 

et  le  groupe  dérivé  de  A,  B  et  C  nous  conduit  à  la  géométrie  d'Eu- 
clide. 

Deuxième  cas  : 

A=p,        ^=yp. 

On  trouve  alors,  dans  le  cas  le  plus  général, 

G  =  [ax-^f{y)]p-^bq, 

a  et  b  étant  des  constantes  et  f{y)  iine  fonction  arbitraire  àe  y 
que  l'on  peut  d'ailleurs  supposer  nulle  si  l'on  choisit  convenable- 
ment le  système  des  coordonnées. 

Une  substitution  infinitésimale  quelconque  s'écrit 

(a-t-  ^7+  ayx)p-h{-{b)q. 

Ce  groupe  doit  encore  être  rejeté  en  vertu  de  l'hypothèse  faite 
plus  haut. 

En  effet,  si  yb  n'est  pas  nul,  aucun  point  ne  reste  immobile;  si 
au  contraire  jb  est  nul,  tous  les  points  qui  satisfont  à  l'équation 

oL-h  i^y  -h  a^x  ^=  o 
restent  immobiles. 

Troisième  cas  : 

A  =  p,         B  =  pye\^''^. 
On  trouve 
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Les  substiuitions  A  et  C  sont  permutables;  on  est  donc  ramené 
à  l'un  des  deux  cas  précédents. 

Oaatrièine  cas  : 

A  =  p,         B  =pe[>-^. 

On  trouve  encore  une  substitulion  C  permutable  à  A  et  Ion  est 
ramené  par  conséquent  aux  deux  premiers  cas. 

Cinquième  cas  : 

A  =  />,         B  =  ge\>-^, 

On  trouve  ici  pour  C  quatre  formes  différentes  : 

i"     C  =  e'''-^'[ap  -T-  ix(aj-  -^  b )cj].  (a,  6  et  c  étant  des  conslatUes). 

'i"     C  =  [ap-i-(by-^  c)q], 

3°     C  =  e\'-'^ [ ap  -i-  ( bx  —  a  ul y  -h  c)q], 

4"     G  =  e-P--''    (  aj  -i-  b)p  -h  [xg  (-yi-\^  by  -i-c)  \, 

La  première  forme  doit  être  rejetée  parce  que  B  et  C  sont  per- 
mutables; la  deuxième  parce  que  A  et  C  sont  permutables,  la 
troisième  parce  que  B  et  C  sont  pern)utables.  Si  l'on  adoptait 
l'une  de  ces  trois  formes,  on  serait  donc  toujours  ramené  à  l'un 
des  deux  premiers  cas. 

II  reste  la  quatrième  forme,  qui  nous  conduit  aux  géomélries 
quadratiques. 

Le  même  résultat  pourrait  être  obtenu  en  discutant  les  trois  re- 
lations qui  lient  les  neuf  coelficienls  A,  iji,  v  et  que  Ton  peut  dé- 
duire de  l'identité  (2). 

Conclusions. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ainsi  les  hypothèses  qui  sont  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  servir  de  prémisses  à  la  Géométrie 
plane. 

A.  Le  plan  a  deux  dimensions. 

B.  La  position  d'une  figure  plane  dans  son  plan  est  déterminée 
par  trois  conditions. 

Ces  deux  premières  bypollièses  nous  laissent  le  choix  entre  les 
diverses  géométries  quadratiques  et  les  deux  géomélries  caracté- 
risées par  les  deux  groupes  suivants  : 

\p.  7.  r'^'^  "'"'/(  ap  -+-  br/)  \ 
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et 

{p.  yp.axp  ^bq). 

Ces  deux  géométries  sont  exclues  si  l'on  fait  encore  l'hvpothèse 
suivante  : 

C.  Quand  une  figure  plane  ne  quitte  pas  son  plan  et  que  deux  de 
ses  points  restent  immobiles,  la  figure  tout  entière  reste  immobile. 

ISous  n'avons  plus  alors  que  le  choix  entre  les  diverses  géo- 
métries  quadratiques. 

Faisons  encore  les  deux  hypothèses  suivantes  : 

D.  La  distance  de  deux  points  ne  peut  être  nulle  que  si  ces  deux 
points  coïncident; 

E.  Lorsque  deux  droites  se  coupent,  on  peut  faire  tourner  l'une 
d'elles  autour  du  point  d'intersection  de  façon  à  la  faire  coïncider 
avec  l'autre. 

Ces  deux  hypothèses  sont  liées  nécessairement  l'une  à  l'autre; 
il  suffit  d'admettre  l'une  d'elles  pour  être  obligé  d'admettre  l'autre 
et  d'exclure  la  géométrie  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe. 

Introduisons  encore  l'hvpothèse  suivante  : 

F.  Deux  droites  ne  peuvent  se  couper  qu'en  un  point, 
et  la  Géométrie  sphérique  se  trouvera  exclue  à  son  tour. 

Il  ne  reste  j)lus  cju'à  introduire  \e  postulatum  d'Euclide  : 

G.  La  somme  des  angles  d'un  triançle  est  une  constante. 
Nous  pouvons  remarquer  que  ce  postulaliim  nous  dispense  des 

hypothèses  D,  E  et  F  qui  en  sont  des  conséquences   nécessaires. 

Remarques  diverses. 

Le  lecteur  qui  aura  bien  voulu  me  suivre  jusqu'ici  ne  manquera 
pas  de  se  reporter  au  célèbre  Mémoire  deRiemann  {Ueherdie  Hypo- 
tliespn  welche  der  Géométrie  zii  Gviinde  //e^ en)  et  de  remarquer 
certaines  différences  entre  les  méthodes  et  les  résultats.  Riemann 
caractérise  une  géométrie  par  l'expression  de  l'élément  d'arc  en 
fonction  des  coordonnées.  Il  est  ainsi  conduit  à  un  très  grand 
nombre  de  géométries  logiquement  possibles  et  dont  je  n'ai  pas 
même  parlé.  Cela  lient  à  ce  que  j'ai  pris  pour  point  de  départ  la 
possibilité  du  mouvement  ou  plutôt  l'existence  d'un  groupe  de 
mouvements  qui  n'altèrent  pas  les  distances. 

On  peut  se  demander  maintenant  ce  que  sont  ces  hypothèses. 
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Sont-ce  des  faits  expérimentaux,  des  jugements  analytiques  ou 
synthétiques  a  priori?  jNous  devons  répondre  négativement  à  ces 
trois  questions.  Si  ces  hypothèses  étaient  des  faits  expérimentaux, 
la  Géométrie  serait  soumise  à  une  incessante  revision,  ce  ne  serait 
pas  une  science  exacte  ;  si  elles  étaient  des  jugements  synthétiques 
a  priori,  ou  à  plus  forte  raison  des  jugements  analytiques,  il 
serait  impossible  de  s'y  sousti'aire  et  de  rien  fonder  sur  leur 
négation. 

On  peut  montrer  que  l'Analyse  repose  sur  un  certain  nombre 
de  jugements  synthétiques  a  priori;  mais  il  n'en  est  pas  de  même 
de  la  Géométrie. 

Que  deyons-nous  donc  penser  des  prémisses  de  la  Géométrie? 
En  quel  sens  peut-on,  par  exemple,  dire  que  le  postulatum  d'Eu- 
clide  soit  vrai? 

D'après  ce  que  nous  venons  de  yoir,  la  Géométrie  n'est  autre 
chose  que  l'étude  d'un  groupe  et,  en  ce  sens,  on  pourrait  dire  que 
la  vérité  de  la  géométrie  d'Euclide  n'est  pas  incompatible  avec 
celle  de  la  géométrie  de  Lobatchevski,  puisque  l'existence  d'un 
groupe  n'est  pas  incompatible  avec  celle  d'un  autre  groupe. 

Nous  avons  choisi,  parmi  tous  les  groupes  possibles,  un  groupe 
particulier  pour  v  rapporter  les  phénomènes  physiques,  comme 
nous  choisissons  trois  axes  de  coordonnées  pour  y  rapporter  une 
figure  géométrique. 

Maintenant  qu'est-ce  qui  a  déterminé  ce  choix  :  c'est  d'abord 
la  simplicité  du  groupe  choisi;  mais  il  y  a  une  autre  raison  :  il 
existe  dans  la  nature  des  corps  remarquables  qu'on  appelle  les 
solides  et  l'expérience  nous  apprend  que  les  divers  mouyements 
possibles  de  ces  corps  sont  liés  à  fort  peu  près  par  les  mêmes  re- 
lations que  les  diverses  opérations  du  groupe  choisi. 

Ainsi  les  hypothèses  fondamentales  de  la  Géométrie  ne  sont  pas 
des  faits  expérimentaux;  c'est  cependant  robservation  de  certains 
phénomènes  physiques  qui  les  fait  choisir  parmi  toutes  les  hypo- 
thèses possibles. 

D'autre  part,  le  groupe  choisi  est  seulement  plus  commode 
que  les  autres  et  l'on  ne  peut  pas  plus  dire  que  la  géométrie  eu- 
clidienne est  vraie  et  la  géométrie  de  Lobatchevski  fausse,  (piOn 
ne  pourrait  dire  que  les  coordonnées  cartésiennes  sont  vraies  et  les 
coordonnées  polaires  fausses. 
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Je  n'insiste  pas  davantage;  car  le  but  de  ce  travail  n'est  pas  le 
développement  de  ces  vérités  qui  commencent  à  devenir  banales. 


Dév elo p peine nL  en  produit  des  fonctions  (-)  et  H  de  Jacobi  et 
recherche  des  valeurs  de  ces  fonctions  quand  les  périodes 
sont  divisées  par  un  nombre  entier;  par  31.  de  Presle. 

(Séance  du  iG  novembre  1887.) 

I.  —  Développement  en  produit  des  fonctions  e  et  H. 

La  méthode  que  nous  allons  emplover  est  celle  de  M.\A  eierstrass 
pour  je  développement  en  produit  des  fonctions  holomorphes, 
modifiée  en  ce  sens,  qu'au  lieu  de  ranger  les  zéros  par  ordre  de 
modules  croissants,  nous  les  classerons  par  ordre  de  valeurs  crois- 
santes de  l'un  des  paramètres  qui  les  déterminent,  l'autre  étant 
supposé  constant;  et  que,  ensuite,  nous  disposerons  par  ordre  de 
valeurs  croissantes  du  second  paramètre  les  fonctions  ainsi  obte- 
nues. Nous  ne  développerons  de  cette  manière  que  la  fonction 
0,(j7),  et  nous  déduirons  de  ce  développement  celui  des  autres 
fonctions.  Toutefois,  la  même  méthode  s'applique  aux  quatre 
fonctions  de  Jacobi,  et  de  chacun  des  développements  on  peut  dé- 
duire tous  les  autres. 

Nous  désignerons  par  K  et  K'  les  intégrales 

dx 


r^  djc  /•'  dx 


A"  et  /.'  étant  le  module  ordinaire  et  le  module  coniplémentaii'e  de 
l'intégrale  elliptique  de  première  espèce;  nous  désignerons  par  cj 

la  quantité  e     "^  . 

1.  Développement  de  (-3,  (j;).  —  Considérons  la  somme  double  : 


22 


X  —  (  2  «!  H-  I  ;  K  —  (  2  /<  -I-  1  )  K'  t  ' 
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si,  dans  la  première  somme,  on  groupe  les  termes  par  valeurs 
égales  et  de  signe  contraire  du  paramètre  2  m  +  i ,  /?  étant  supposé 
constant,  on  obtient  des  fonctions  de  n]  et  si,  pour  obtenir  la  se- 
conde somme,  on  groupe  ces  fonctions  par  valeurs  égales  et  de 
signe  contraire  de  2/1+  i,  on  obtient  une  série  convergente,  dont 
les  termes  sont  des  dérivées  logarithmiques. 
On  a,  en  effet, 


[x  —  {in  -i-  i)K'i]  —  (2/71 -i-)K 
-       Ttf.r — (  2n-i- i)K'i]  ^ci 


2K"  2K  .^,„  (2/?i -f- 1)--       --[x — (  2n-T- i)k'i  ]- 


tani 


4  4K^ 

T.[.r  —  ( 2 7^  -4-  r ) K' i ] 


2K        "  2K 

On  a,  d'autre  part, 

-l-ao 

-[xiin  -i-  i)K' i'\ 


iK  2à,. 


tann 


K  A 


2K 


.       -X  T.  X 

2  sin  — —  cos  — ï^ 
2K         2K 


,  2(n-î-  I  )-K  t  .    ,  -x 

cos' :fT sin2  — — 

2K  2  K 


2K        K  j^,i         (2/i-i-i)-Kt  -X 

0      cos — ;-  cos  -TT- 

K  K 

série  convergente;  le  dernier  membre  peut  s'écrire 

0 

Cela  posé,  on  reconnaîtra,  comme  dans  la  démonstration  du 
théorème  de  M.  ^^  cierslrass  relatif  à  la  décomposition  des  fonc- 
tions holomorphes  en  facteurs  primaires  ('),  cpi'en  désignant  par 
G(x)  une  fonction  holomorphe,  on  a 

— i r;    SI  M  -—     > r^-- =  ^ ( -^  )i 

e,(.r)         K  K  ^,1         (2«-f-m:K,t  r^x 

0       t'os ~ h  cos  -   - 

Iv  K 


(')  Voir  le  Cuursde  M.  Ilcnnilc.  profos-;-  ;.  hi  K;i<iili,>  .li  •;  S.mmkps.  î' l'-fliiimi. 
p;iirc  78. 


-  -2\S  - 
les  zéros  de  C-),  [x)  étant  de  la  forme 

(2m  —  i)K  —  i  -j.n  —  T  ) K' / : 


d'où 


Dloge,(^)=G(^)-^sin'^^^^ 


(  o/?  —  I  )7:K'î 


0       cos -cos-=^ 

K  K 


Intégrons,   déterminons  les  constantes  d'intégration  par  la  va- 
leur o  de  X,  et  passons  des  logarithmes  aux  quantités 


f   r..r,,i. 


co? — 1-  cos  -,-7- 


ei(a")  =  e,(o)^-"  Il    -, -— -— — ; 

± J.„  (nn  —  \)-K  i 


I  -^  co? 


K 

mais  on  a 

(J.n  —  1  i-k'{       rt''2«+i'_^r/-'2«+" 
cos =  -!— ; 

donc 

0 

et,  en  désignant  par  I(.r)  une  autre  fonction  Jioloniorplie  de  x, 

0 

Considérons  (■)|(./-)  et  le  second  membre  de  l'écpialion  précé- 
dente divisé  par  le  facteur  e'"';  si  Ton  augmenter  de  K,  ces  quan- 
tités sont  égales  et  de  signe  contraire;  si  Ton  augmente  x  de  K'/, 
ces  quantités  sont  multipliées  par  un  même  facteur  exponentiel; 
donc  e"'*"*  et,  par  suite,  ^{x)  admet  les  périodes  K  et  K'/,  et  se  ré- 
duit à  une  constante,  puisqu'elle  est  holomorplie;  on  peut  donc 
écrire,  P  étant  une  constante. 


TC  ^1 


■¥). 


Bi(x)=  pTT  \i-^  ^2''+'e  ^  )v-^fj-" 
0 

'2.    béveloppement  de  H,(x).  — Dans   l'é-qualion  précédente, 
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augmentons  x  de  R'/,  on  a 


0 

3-4.   Développements  de  ©(^),  H(j:).  —  Dans  les  deux  der- 
nières équations,  augmentons  x  de  K,  nous  aurons 


"^  /  TC  xi  \  /  i: 

e  (a?)  =  P  I   I     1,1—  <72«4-ie~^j(^,_  ^2«+ig"~ 

0 

0 

On  a 

P  =  TT    [i— fy'-l«+"]. 


H.  —  Recherche  des  valeurs  des  fonctions  6  et  II  quand  les  périodes 
sont  divisées  par  un  nombre  entier. 

Nous  nous  servirons  des  relations  que  nous  avons  établies  dans 
la  première  partie  de  ce  travail  avant  d'arriver  au  développement 
en  facteurs.  Pour  cette  raison,  nous  allons  étudier  la  division  des 
périodes  dans  0|(j:;),  et  nous  déduirons  des  résultats  obtenus  la 
division  des  périodes  dans  les  autres  fonctions.  Toutefois,  si  l'on 
cherche  pour  les  autres  fonctions  de  Jacobi  les  relations  ana- 
logues à  celles  que  nous  avons  exposées  pour  la  fonction  0,(x), 
on  peut  leur  appliquer  la  même  méthode  pour  la  division  des  pé- 
riodes, et  des  résultats  obtenus  pour  chacune  de  ces  fonctions 
déduire  les  formules  qui  concernent  toutes  les  autres. 

Nous  désignerons  par  xp  +  i  et  ip  les  nombres  impair  et  pair 
servant  de  diviseurs  aux  périodes. 

\.   Division   dks   l'iînionF.s  nvxs  C-))  (.r). 

1'^  Première  période. 

1°  Division  par  un  nondjre  impair.  —  Considérons  la  somme 
double 


■00        -I-  X 


y  s  — - 


2/«-4-l)K 

(•in  -\-  I ) K  i 

•ip  —  1 
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Remarquons  qu'un  nombre  impair  quelconque  peut  se  metlre 
sous  la  forme  (25  +  i)(2/?H-i)-h2/',  s  variant  de  —  x  à  -h  2C 
et  /'  de  — p  k  -h  p',   la  somme  précédente  peut  s'écrire 


11  1 


donc 


e,( X, ,  K'i) 


(o, — ^,K'n     +/' 


irK       ^,   ...  .  . 
r  -; ,  K,  Kl    . 


2"  Division  par  un  nombre  pair.  —  Considérons  la  somme 
double 

-1-00  -t-00 

y  y ' 

ip 

Remarquons  qu'un  nombre  impair  quelconque  peut  se  mettre 
sous  la  forme  (25  -h  1)2/?  +  2  /■  —  i ,  5  variant  de  —  00  à  +  00  et  /• 
de  —  (/>  —  i)  à  +/>;  la  somme  précédente  peut  s'écrire 

y  y  y ^ ' : 


donc 

■  '^P  ! 

/       K  .\ 

o,  — ^  7  K  i 
V      "i-p  I 


e, 


n,e,(î^K.K,K,; 


n,   e,f-+^K,K.K', 


-(/'-l 
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2°  Seconde  période. 
1*^   Division  par  un  nombre  impair.  —  Considérons  la  somme 

•4- oc 

-  V  .      r     (2n+i)K'i"i 

~    >     tano-TT  I  X ^ I  • 

■iK^a  ■2.p-\-\ 

L  2K  J 

Nous  aurons,  en  remplaçant  in-\-i  par  (25 -t-i)(2/?  +  i)+ o. /•, 

r/        ,'j.rK'i\      ,  ^^.,^ 

^P       +*  tA\X— —  (25  +  i)Kj 

_4y    y    tan.JA -p±il^ LU: 

2K   ^,.     ^.s'  ^  2K 

—  p  -00 

donc 

0,  (.r,  K, ^—\ 

I      ,.       K'f     \ 

\  204-1/  TT    .,    /  irKi     -,   -,,  .\ 


-p 

■ip  -^  1 


n  0,f^^:^,K,K'n  -/ 


2°  Division  par  un  nombre  pair.  —  Considérons  la  somme 

iin  -^  i)K' i~\ 


^y     tang-L  -'P- 


2K 

Nous  aurons,  en  remplaçant  2/?  +  i  par  (25  +  1)2/^4-  2/-  —  i 

+/'        +-»  Ti    (^— ?-^ ^  K't  )—(■>.  A- -i- l)K'{ 

2K    A     A       "  ^K 

donc 

V         ^-^/ JJ    0,(.r-f-ii^K'/.K.K'/). 


n  ^ 


2''-'  V',-  u-   u"/^  -'/'-<) 


K'f.  K.  K't 


•>./> 

-1/.-11 


->')-2  _ 


2.   Division  des  péiuodes   daks  H,(j:'). 

Dans  les  valeurs  obtenues  par  6|(jc)  augmentons  x  respective- 
ment de  K'i,  R'/,  K'i,      -^   ,  nous  obtiendrons 

V     2/>  -^  I        /  V     2/>        /         V         '^/^  ^  I  /  V  ■i/'  / 

3-i.   Division  des  périodes  daks  B(j:^),   H(j:). 

Dans  les  valeurs  de  61(5:)  et  H,(.r),  augmentons  x  respective- 
ment  de  Jv,  — ^- ?  rv,  Jv;  nous  obtiendrons 

K^'^'^'O'  K^-^'^'O-  K-^'^^'d^)'  K'^'^'^')' 

\         2/>  -H  I  /  \,         ip  ]  \      •  -ip  -r-i  /  \  ip   I 

Nous  avons  cru  ne  devoir  qu'indiquer  le  moyen  d'obtenir  les 
valeurs  de  H,,  0,  H,  afin  d'éviter  un  trop  long  développement,  les 
calculs  n'offrant  d'ailleurs  aucune  difficulté.  On  trouvera  les  ex- 
pressions des  fonctions  0  et  H,  quand  les  périodes  sont  divisées 
par  des  nombres  entiers,  dans  le  Trailé  des  fonctions  elliptiques 
de  Briul  et  Bouquet  (  p.  54o  et  suiv.  ). 
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